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UVOD

Na Pedagogickej fakulte Univerzity KonStantina Filozofa v Nitre sa od septembra 2013
realizoval projekt ESF s nazvom Inovacia $tudijnych programov na Pedagogickej fakulte
UKF v Nitre za ucelom skvalitnenia vzdelavacieho procesu. Strategickym ciel'om projektu
bolo zabezpecit' inovaciu Studijnych programov s cielom lepsej pripravy absolventov v
sulade s poziadavkami trhu prace a vedomostnej spolo¢nosti. Sucastou inovacie tychto
programov je analyza potrieb trhu prace, na zéklade ktorej vznika navrh na inovaciu
Studijnych predmetov tak, aby zodpovedali praxi a potrebam trhu prace. Predkladané
ucebné texty su jednym z vystupov rieSenia tohto projektu.

Autorka upravila pre Studentov ucebné texty podla profilu absolventov Studijnych
programov vyucovanych na Katedre techniky a informacnych technologii, ktoré maja
svojim obsahom pomdct Studentom ziskat’” matematicky zéklad pre Stidium predmetov
technického zamerania. Obsah je venovany najmi rieSeniu sustav linedrnych rovnic
roznymi metédami, diferencialnemu a integralnemu poctu. Ucebny text sa zameriava
prednostne na pochopenie a uplatnenie matematickych vztahov v rieSenych prikladoch.
Preto aj teoreticka Cast’ prislusnej kapitoly tvori vZzdy len mensSiu Cast’ a V4¢Si priestor je
venovany rieSeniu prikladov. Priklady, ktorymi je Studijny text doplneny, obsahuju rieSenti
aj nerieSenu zloZzku. RieSené priklady su uvedené s metodicky spravnym sposobom ich
rieSenia, aby Studenti mali moZnost’ overit’ si spravnost’ svojho postupu, resp. aby mali
navod na ich rieSenie. Za kazdou kapitolou je uvedeny aj stibor neriesenych uloh uréenych
na precvicenie. K tymto tlohdm su prezentované vysledky rieSeni v zavere kapitol, resp.
podkapitol.

Autorka praje Studentom optimisticky Start do $tidia matematiky a vyslovuje pod’akovanie
recenzentom doc. Ing. Cestmirovi Serafinovi, Dr. Ing-Paed. a doc. PaedDr. Gabrielovi

Baneszovi, PhD. za objektivne postdenie prace a ich prinos k skvalitneniu textu.

V Nitre, 30.4.2015 autorka



1 MATICE

Matice su matematické Struktary charakteristické presnym systémom usporiadanie
jednotlivych prvkov. Véac¢sinou ich pouzivame na rieSenie systému rovnic.

Maticou nazyvame obdiznikovii tabul’ku &isel

alli a12 ' ' a1n
A — 321, 322, ' a2n
amll a'm2 ' ' a'mn

A oznaCujeme A = (8))mn. Takto maticu nazyvame maticou typu m x n. Ak m = n,
hovorime o §tvorcovej matici n-tého stupiia. Cisla, z ktorych pozostiva matica, nazyvame
jej prvkami. Vodorovné rady prvkov nazyvame riadkami, zvislé stipcami matice. Prvky
Stvorcovej matice, ktoré lezia na usecke spajajiicej prvok a1 S prvkom ann, nazyvame
hlavnou uhloprieckou matice. Podobne vedlajSou uhloprieckou matice nazyvame prvky,
ktoré lezia na usecke spajajucej prvky ain a an1.

Maticu typu m x n, ktorej vSetky prvky sa rovnaji nule, nazyvame nulovou maticou typu
m X n.

Jednotkovou maticou n-tého stupiia nazyvame $tvorcovu maticu

1 0 .. 0
E_ 0014 .. 0
0 0 .. 1

Submaticou matice A nazyvame §tvorcovu maticu, ktora vznikne z matice A vynechanim
niekol’kych riadkov a stipcov (pripadne Ziadnych).
Pre matice zavadzame tri zdkladné operécie: sucet dvoch matic, sicin dvoch matic, sucin

matice a d&isla.

Sucet matic
Suctom dvoch matic rovnakého typu m x n A = (aj)m,n, B = (bjj)m,n nazyvame maticu

toho istého typu



A + B = (aij + bij)mn

Sucin matice a cisla
Sucinom matice A = (aij)m,n a ¢isla o nazyvame maticu aA = (aajj)m,n.

Sucin matic
Su¢inom dvoch matic A = (aj)m,n, B = (bj)n,p v danom poradi, pricom pocet stipcov

prvej matice sa rovna poctu riadkov druhej matice, nazyvame maticu C = (Cik)m,p =

n
(Zaijbij a oznatujeme C = AB.
j:]- m,p

Pre tieto operacie plati:

1. A+B=B+A

2. A+(B+C)=(A+B)+C

3. Rovnica B + X = A ma jediné rieSenie, ktoré oznacujeme X = A — B.

4. Pre 'ubovolné matice A, B typov m x n, n X m nemusi platit AB = BA, t.j. pre
nasobenie matic neplati komutativny zakon.

5. Pre matice A, B, C typovm x n,nx p, p x q plati A(BC) = (AB)C

6. Pre matice A, B, C typov m x n, m x n, n x p plati (A + B)C = AC + BC a pre
matice typov m x n, m x n, p x m plati C(A + B) = CA + CB

7. Plati: a(BA) = (a B)A

8. Pre matice A, B typov m x n, n x m plati a(AB) = (aA)B, kde a, B st Cisla.

9. Pre Stvorcové matice A, B plati |AB| :|A”B| .

10. Pre 'ubovol'nu $tvorcova maticu A plati AE = EA = A, kde E je jednotkova matica
toho istého stupna.

Pre kazdi maticu A existuju dve &isla h(A), hs(A), udavajuce hodnost’ riadkov, resp.
hodnost’ stipcov matice ako hodnost’ sistavy n-tic.

Pre kazdu maticu A plati: hy(A) = hs(A) = h(A). Cislo h(A) nazyvame hodnostou matice
A

Hodnost’ matice vypocitame, ak maticu A prevedieme na ,.trojuholnikovy tvar* upravami,
ktoré nemenia jej hodnost’. Hodnost’ matice nemenia tieto Upravy:

1. vzdjomna vymena dvoch l'ubovol'nych riadkov matice,

2. vynasobenie 'ubovolného riadku matice ¢islom c # 0,

3. pripocitanie linearnej kombinacie inych riadkov matice A k danému riadku matice
A,

4. pridanie alebo vynechanie riadku matice A, ktory je linearnou kombinaciou jej

inych riadkov,

vynechanie riadku, ktory obsahuje samé nuly,

6. vzdjomna vymena riadkov matice A za jej stipce.

o

Vypocet hodnosti matice si ukdzeme na priklade.



Priklad 1.
N4jdite hodnost’ matice A metddou uprav na ,,trojuholnikovy tvar®.

4, 3, -5 2, 3
, 6, =7, 4, 2
A=|4, 3 -8 2 7
4, 3, 1 2 -5
8 6 -1 4, -6

RieSenie:
Nasobme §tvrty stipec matice A ¢islom -2 a pripo¢itajme vysledok k prvému stipcu. Potom

Stvrty stlpec vyndsobime cislom ~3 a pripoc¢itame k druhému stlpcu.

4, 3 -5 2, 3 0, 0 -5 2 3 -5 2, 3
8 6 -7, 4 2 0, 0 -7 4 2 -7, 4, 2
h(A)=4, 3 -8 2 7 |=h0 0 -8 2 7 |=h-8 2 7
4,3 1 2 -5/ ]0,0 1 2 -5 L 2 -5
8 6 -1 4 -6) (0 0 -1 4 -6/ (-1, 4 -6

Poslednti maticu sme ziskali vynechanim nulovych stipcov. Dalej vynasobime druhy stipec

matice ¢islom > a vymenime ho s prvym stlpcom. Dostavame:

1, -5 3 1L -5 3 1, -5 3
2, -7, 2 0 3 -4 0 3 -4 3
h(A)=h'1, -8 2 |=h0, -3 4 [=h0, 0 O :h((l) _3’ 4]:2
L, 1 -5/ |0 6 -8 O 0 O b
2, -1 -6) |0, 9, -12) (0, 0, 0O

Prvy riadok vynasobime ¢islom -2 a pripocitame ho k druhému riadku a piatemu riadku,
prvy riadok vynasobime ¢islom -1 a pripoéitame ho k tretiemu riadku aaj k Stvrtému

riadku. Prvy riadok ponechame bez zmeny a nulové riadky vynechame. Hodnost’ matice je
2.

DalSie operacie s maticami si mdzete precvi€it’ na prikladoch, ktorych spravne rieSenia
9

mozete najst’ na konci kapitoly.



Priklady:

1. N§jdite sticet matic:
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3. Vynasobte matice:
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Vysledky:

1.

7, 2
(3 v

> © ©

2.
7.0 1
27 5wl
3.
3 6 3
a)(8) b)|2 4, 2
1 2 1
4.
Al bl ¢)2

J

d)3

e)2

2, -1 2, 1
0 1L 2 -1 2
1 1L 2 0
0 2 1 1

2, 3 21 21 21
2 d |16 16 16
3

1
, 2 31 31 31

, 15
, 20

2 g)3
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2 DETERMINANTY

Determinanty st svojim formalnym zapisom podobné maticiam, ale uplne inak sa s nimi

pocita. Pouzivame ich v$ak tiez na rieSenie systému rovnic.

Determinantom matice A pre n > 1 (determinantom n-tého stupiia) nazyvame ¢islo |A|,

ktoré z prvkov danej matice vznikne takto:

TR PY &
dyyy Aoy . A

ARl = T TR A
Ay, Ay, . A,

kde koneény stcet berieme cez vSetky permutacie (ki, Ko, ..., Kn) ¢isel 1, 2, ..., n a K je pocet
inverzii uvazovanej permutacie. (Dvojice ¢isel ki, K; (i <) tvoria inverziu v permutacii (k1,
Ko, ..., Kn), ak plati ki > kj.)

Prvky, riadky a stipce matice A nazyvame aj prvkami, riadkami a stipcami determinantu
A

Subdeterminantom Mj; k prvku ajj matice A stupfia n > 2 nazyvame determinant matice
stuptia (n-1), ktorti dostaneme vynechanim i-teho riadku a j-teho stipca matice A.

Algebraickym doplnkom k prvku aij matice A nazyvame su¢in Ajj = (-1)" Mi;.

Pre determinant prvého stupiia plati:

A =|aw| =ay,
Pre determinant druhého stupna plati:
&1 S
= 8,8y, — 83,8,
Ay Ay

Determinant druhého stupna vypocitame podl'a schémy uvedenej nizsie, pricom prvky

podrla uhloprie¢ok nasobime:

= di1dg2 — aizaz1

4
1y 2
-+

Pre determinant tretieho stupna plati:

11



a'111 a121 a13
a21’ aZZ’ a23 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13a23a32 - a12a21a33
a31’ a327 a33

Determinant tretiecho stupiia vypocitame podla schémy uvedenej nizsie takto:

Tento spdsob vypoctu determinantu sa nazyva Sarusovo pravidlo.

Determinanty maju tieto vlastnosti:

1. Determinant sa rovna suétu su¢inov prvkov Pubovolného riadku (alebo stipca)
a k nim prislusnych algebraickych doplnkov:

n
A :Zaijpﬁj =au A +a, A, 3, A, resp.
=
n
|N :ZaIJAJ :a]_JAiJ +aZJA2] ++anjA1]
=)

Uvedeny sti¢et nazyvame rozvoj determinantu |A| podl'a prvkov i-teho riadku, resp.

podla j-teho stipca matice A.
2. Ak sa vsetky prvky l'ubovolného riadku (stlpca) matice A rovnaji nule,
determinant tejto matice sa rovna nule.

3. Ak vmatici Anavzijom vymenime dva riadky (alebo stipce), determinant |A|

zmeni znamienko.
4. Ak dva riadky (stipce) matice A su rovnaké, determinant |A| sa rovnd nule.

5. Ak v matici A vynasobime vietky prvky daného riadku (stipca) tym istym &islom c,
determinant tejto matice sa rovna sucinu ¢isla ¢ a determinantu pévodnej matice.
To znamenéd, Ze spoloény &initel’ vietkych prvkov jedného riadku (stipca) mozeme
vynat’ pred determinant.

6. Ak vsetky prvky jedného riadku (stipca) matice A st umerné zodpovedajicim

prvkom iného riadku (stipca) matice A, determinant |A| sa rovna nule.

7. Ak vSetky prvky i-teho riadku st sucty k s¢itancov, determinant sa rovna suctu
k determinantov, ktoré maju s pévodnym determinantom vsetky riadky okrem i-
teho rovnaké avVi-tom riadku obsahuje prvy determinant prvé scitance, druhy
determinant druhé scitance, ..., k-ty determinant k-te scitance zi-teho riadku
poévodného determinantu. Pravidlo plati aj pre stipce determinantu.

8. Ak kTubovol'nému riadku matice pripocitame linedrnu kombinaciu inych riadkov
matice, determinant novej matice sa rovna determinantu poévodnej matice. Pravidlo
plati aj pre stipce determinantu.

12



9. Ak st riadky alebo stipce matice A linearne zavislé, jej determinant sa rovna nule.

Vsetky vlastnosti determinantov pouzivame pri vypocte determinantov. Ako to robime, si

ukdzeme na rieSenych prikladoch.

Priklad 1:
Vypocitajte determinant:
1, 3 5
5 0 -2
D — ) b )
6, 8§ -14 2
2,1 0 1
RieSenie:

Z tretieho riadka vyjmeme pred determinant ¢islo 2:

1, 3 5 0O |4, 3 5 0
50 -2 0 .5 0 -2 0
D_e, 8 -14 2‘23, 4, -7, 1
2L 0 1 |21 0 1

Posledny riadok vynasobime ¢islom -1 a pripoc¢itame k tretiemu riadku. Dostaneme:

1L 3 5

5 0 o 1, 3 5| [, 3 5
D=2l’ 2 o =21(-1)", 0, -2|=25 0, -2
S 3 -12 0 0 -1
21 0 1 L
D=2(-12)(-1** u j =-24(0-15)=36C
Priklad 2:
Vypocitajte determinant:
3 1 1
1 3 1
D=
1 1 3
1 1 1
RieSenie:

Pripoéitame prvy, druhy a treti stipec k tretiemu stipcu a z prvého stipca vyjmeme pred
determinant spolo¢ny ¢initel’ 6. Dostaneme:

13



O

[
> o o o
P Powe
P owpe P
F P PP
P Powe
P ow P e

Odpocitame prvy riadok od ostatnych:

11 1 1
0 2,0, 0
D=|" 7 ' 1=61222=4
00 0 2 O 0 8
00 0 0 O
Priklady:
1. Vypocitajte determinanty:
3
’ b
) [ ;" )
1++/3, 3-+5
d) e)
3+45, 1-43

2. Vypocitajte determinanty:

b)

COSX, Sinx
sinx, cos.

kde i je imaginarna jednotka.

3. Vypoditajte determinanty treticho stupna:

1 2
a 21 b)
1 4

>
)
o

d 2 6 )

=
w
(o]

9) h)

sinx,
siny,

2,
1,

—COS
cosy

3
2

14

c)




4. Vypocitajte determinanty treticho stupia:

1 1 1 X Z
a) a, b ¢ b) Z, Y
a?, b? ¢ Y, X
sinx, 1, cosX COSX, COSY|
d) siny, 1, cosy| e) cosx, 1  cosz
sinz, 1, cosz cosy, cosz, 1
5. Scitajte determinanty:
3 b, 3 a, 1 2 1| |2 2
a) 2, m 2+2, n, b) 3 4, -5+(4, 4,
4 p 1 4 q 1 5 1 0] |3 1
6. Vypocitajte determinanty:
331 433 33
12527 1402 y ;
a) 25055 2655 b) 1091 553 45
353 775 67
0 2, 2, 2 , 3, 2, 4
0 2, 0, 2, 2 ) 10 2, -2, 1
21 21 01 2 _5, 6, 8, 5
2, 2, 2, 0 0 1 -1 1
_81 _21 :L - 2a 01 l 3
0 o 0 -1 7 H 0 14 3 2
11 3 1 1 1 3 2 0
71 _71 5, 3 3, 2, O, 1
Vysledky:
1.
a) -13 b) 44 c) -11 d) -6 e) -1
2.
a) cos 2X b) sin (x + ) c)ab—c?—d?
3.
a) 0 b) 0 c) -58 d) -144 e) 98
g) 6 h) 1 i) 1

15

f)

f) -4ab

f) 16



4.

a) (@—b)(b-c)(c—d)

b) x3 +y® + 23— 3xyz

) 2y® —(a+ b +c)y? +abc

d) sin (x —z) +sin (z—y) +sin (y —Xx)

e) 1 —cos? X — cos? y — c0S? Z + 2C0S X . COS Y . COS Z
f) -2

5.
3, a+b, 5 3 2 1
a) |2, m+n, 2 b) |7, 4, —
47 p+q’ 1 8’ ll O
6.
a) -18 792 000 b) -25 728 000 c) -48
d) -570 e) -1 224 f)0

16



3  SYSTEM LINEARNYCH ROVNIC

Zapisu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi pod seba obycajne hovorime systém linearnych

rovnic alebo sustava linearnych rovnic.

3.1 Systém dvoch linearnych rovnic s dvoma neznamymi

Rovnicu tvaru ax + by = ¢, kde a # 0 alebo b # 0 nazyvame linearnou rovnicou s dvoma
neznamymi X, y.

Dvojicu ¢isel Xo @ Yo nazyvame rieSenim uvedenej rovnice, ak plati:

axo+hyo=c

Rovnice tvaru

ax+by=c,kdea#0alebob#0
dx +ey=f kded#0aleboe#0

nazyvame systémom (ststavou) dvoch linearnych rovnic s dvoma neznamymi x, y.

Dvojicu Cisel Xo a Yo nazyvame rieSenim vysSie uvedeného systému rovnic, ak plati:

axo + byo = € a zaroven dxo + eyo = f

Pri rieSeni systému dvoch rovnic s dvoma neznamymi pouzivame tri metody:

1. dosadzovaciu (substitu¢ntl) metodu;
2. sCitaciu (adi¢nu) metodu,

3. porovnavaciu (kompara¢ni) metodu.

Dosadzovacia (substitu¢na) metoda:
Dosadzovacia metdda metodda spociva v tom, Ze z jednej rovnice si vyjadrime jednu

neznamu a vyraz, ktory takto dostaneme, dosadime do druhej rovnice za neznamu.

17



Takto dostaneme jednu rovnicu s jednou neznamou, ktora vyriesime. Nasledne dosadenim

vypocitame 1 druhtl neznamu.

Priklad:

Rieste sustavu rovnic
2X-3y=5
Xx-2y=1

Riesenie:

Z druhej rovnice si vyjadrime napr. neznamu X:

Xx-2y=1 [+ 2y
x=1+2y

Vyraz, ktory sme ziskali dosadime do prvej rovnice za neznamu X:
2(1+2y)-3y=5

Ziskali sme linedrnu rovnicu s jednou neznamou, ktora vyrieSime:

Ziskan neznamu dosadime do vyrazu, ktory sme ziskali z 2. rovnice a vypocitame
neznamu X:

x=1+2.3
X=7

Riesenim danej ststavy je usporiadana dvojica [X; y] = [7; 3].

Sc¢itacia (adi¢nd) metoda:

Tato metdda spociva v tom, Ze kazdl rovnicu po Uprave na zékladny tvar napr. 2x + 3y = 4
nasobime vhodnym nenulovy ¢islom tak, aby po scitani oboch rovnic jedna neznama
,vypadla“.

Takto dostaneme rovnicu s jednou neznamou, ktora vyrieSime.

Priklad:

Rieste sustavu rovnic

2x-3y=5
Xx-2y=1
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Riesenie:
Chceme urcit’ napr. neznamu X, teda potrebujeme, aby ,,vypadla“ neznama y. Nasobime
teda prvl rovnicu ¢islom -2 a druht rovnicu ¢islom 3.

2x-3y= 5 /- (-2)
X-2y= 1 /-3

dostaneme
-4x+6y= -10
3x-6y= 3

Teraz obe rovnice s¢itame:
-4x+3x+6y-6y=3-10
-x= -7 /- (1)
x= 7
Druhti nezndmu vypocitame dosadenim ¢islo 7 do prvej alebo druhej rovnice, napr.:
2.7-3y=5
14-3y =5 /-14
- 3y =-9/:(-3)
y=3

RieSenim danej stistavy je usporiadana dvojica [X; y] = [7; 3].

Porovnavacia (komparac¢na) metéda:
Tato metoda spociva v tom, ze z oboch rovnic si vyjadrime tu istl nezndmu, Zziskané
vyrazy porovname a tak dostaneme rovnicu s jednou neznamou, ktora vyrieSime. Nasledne

dosadenim vypocitame i druhtt nezndmu.

Priklad:
Rieste stistavu rovnic
2X-3y=5
x-2y=1
s neznamymi X, Y € R.
Riesenie:
Z prvej rovnice si vyjadrime napr. neznadmu X a z druhej rovnice si vyjadrime tiez neznamu
X:

X-2y=1 [ +2y
X=1+2y

19



Ked'Ze sa rovnaju l'avé strany oboch rovnic, tak sa rovnaju i pravé strany tychto rovnic,

takze vytvorime rovnicu P1 = P2, ktora vyrieSime:

T

Ba| LN
B | L

1+2y= =+

odstranime zlomky

2+4y=5+3y/-2-3y
y=3

Ziskan hodnotu premennej y dosadime napr. do upravenej druhej rovnice a vypocitame x:
x=1+2-3=7

RieSenim danej ststavy je usporiadana dvojica [X; y] = [7; 3].

3.2 Systém troch linearnych rovnic s troma neznamymi

Rovnicu tvaru ax + by + cz = d, kde a#0 alebo b #0 alebo ¢ # 0 nazyvame linearnou
rovnicou s troma neznamymi X, Y, Z.

Trojicu ¢isel Xo, Yo, Zo nazyvame rieSenim vyssie uvedenej rovnice, ak plati:

axo + byo+ czo=d

Rovnice tvaru

ax+by+cz=d, kdea+#0alebob#0aleboc+#0
ex+fy+gz=h,kdee#0alebof#0alebog#0
iXx+jy+kz=1I kdei#0aleboj#0alebok+#0

nazyvame systémom (ststavou) troch linearnych rovnic s troma neznamymi X, Y, Z.

Trojicu €isel Xo, Yo, Zo nazyvame rieSenim vysSie uvedeného systému rovnic, ak plati:

axo + byo +czo=d, kdea#0alebob#0aleboc#0
exo + fyo + gzo = h, kde a #0 alebo b # 0 alebo ¢ £ 0
iXo+jyo+ kzo=1,kdea#0alebob#0aleboc#0

Pri rieSeni systému troch rovnic s troma nezndmymi naj€astejSie vyuzivame:
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1. Gaussovu eliminaé¢ni metddu;
2. Cramerovo pravidlo;

3. dosadzovacia metodu.

Gaussova elimina¢na metéda

Tato metdda spociva v postupnej Giprave systému rovnic na tzv. trojuholnikovy tvar, kde v
druhej rovnici je eliminovana prva neznama a v tretej rovnici je eliminovana prva a druha
neznama.

Samotny postup rieSenia systému rovnic pomocou Gaussovej eliminacnej metddy Si
ukédzeme na priklade, v d’alSej kapitole ho vysvetlime teoreticky a zovSeobecnime pre

I'ubovol'ny pocet rovnic.

Priklad:

Rieste systém rovnic s nezndmymi x, y, z € R:

2X-3y+2z2=2

-X-4y-3z = -18

3x+5y-z =10
Riesenie:

Kvéli jednoduchSiemu pocitaniu sa snazime mat’ ako prvi rovnicu ta z troch rovnic, ktorti
b

dokdzeme najjednoduchs$ie upravit na tvar s koeficientom 1 pred prvou neznadmou

(pripadne pred inou nezndmou a vtedy by sme museli vymenit’ poradie neznamych).

V nasom pripade si na prvé miesto presunieme 2. rovnicu vynasobenu ¢islom (-1).

X+4y+3z =18
2X-3y+2z2=2
3x+5y-z =10

Prva rovnicu odpiSeme.(-2)-nasobok prvej rovnice pripocitame k druhej rovnici (tym
eliminujeme neznamu x v druhej rovnici) a (-3)-nasobok prvej rovnice pripocitame k tretej

rovnici (tym eliminujeme neznamu x Vv tretej rovnici).

X+4y+3z=18
-11y -4z = -34
-7y -10z = -44
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Prvii rovnicu odpiSeme. Aby sme pred nezndmou y dostali v druhej a tretej rovnici

navzajom opacné Cisla, tak druhtl rovnicu nasobime ¢islom (-7) a tretiu rovnicu ¢islom 11.

X+4y+3z =18
77y +28z = 238
- 77y - 110z = -484

1. a 2. rovnicu odpiSeme a 2. rovnicu pripocitame k tretej.

X+4y+3z= 18
77y + 28z 238
- 82z -246 / : (-82) ztoho z = 3, ¢o. dosadime do druhej rovnice

77y +28-3= 238 vyjadrime y=2azaz,yv l.rovnici dosadime vypocitané
X+42+33=18 =x=1

Skusku spravnosti vykoname dosadenim vypocitanych hodnot do vsetkych troch rovnic.

Riesenim danej systému rovnic je usporiadana trojica [X, Y, z] = [1, 2, 3].

Cramerovo pravidlo
Tato metdda umoziuje riesit’ systém n - rovnic s N - neznamymi. Vhodnou metédou na
rieSenie systému N - rovnic s N - neznamymi je vtedy, ak pocet rovnic (neznamych) je

mensi ako 4. Pre n > 3 je vhodnejSou metédou Gaussova elimina¢na metoda.

Priklad:

Rieste danu stistavu rovnic s neznamymi x, y, z € R:

2x -3y +2z2=2

-X-4y-3z = -18

3x+5y—-z =10
RieSenie:

Danu ststavu si zapiSeme v tvare matic A, B:

2 -3 2 2
A=-1 -4 -3|B=|-18
3 5 -1 10
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Ak determinant matice je nenulovy, tak dana stistava ma prave jedno rieSenie. Vypocitame
determinant matice A. Cisla na uhloprie¢kach iducich vpravo nasobime a piseme so

znamienkom +, ¢isla na uhlopriecCkach iducich vlavo nasobime a piSeme so znamienkom -.

2 32 (2, 3022 03
A=l —4 3|l A=
3 5 'Kj

=2.(-4).(-1) + (-3).(-3).3 + 2.(-1).5— (2.(-4).3 + 2.(-3).5 + (-3).(-1).(-1)) = 82

Nésledne ur¢ime determinanty Di, D2, D3 potrebné pre urcenie neznamych. Tieto
determinanty ziskame nahradenim prislusného stipca determinantu ¢islami z matice B. Pre

determinant D1 teda dostavame:

2 -3 2
D, =[-18 -4 -3=8+90-180+80+30+54=82
10 5 -

Pre D2: D2= 164
Pre D3: D3 = 246
Pre vypocet premennych uz len determinanty D1,D2,D3 vydelime determinantom matice A

(nazveme ho D):

_ D _82_
- S =ooe
D, 164
-2 =20
D, _246_
"D 82

Riesenim danej ststavy rovnic je usporiadana trojica [X, Y, z] = [1, 2, 3].

3.3 Systém m linearnych rovnic s n neznamymi

Rozsirenim systému troch rovnic stromi neznamymi na viac rovnic s viacerymi

neznamymi, dostdvame systém m linedrnych rovnic s n nezndmymi, ktory ma tvar:
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X +a,X%, +...+a, X, =b
Ay X + 80X, .+ 3y X, =D,

A X Fa X +..+a.,.X, =b,

Kde ¢isla ajj, i =1, 2, ... m, j = 1, 2, ..., n, nazyvame koeficientmi systému linearnych
rovnic.

Cisla bi, i = 1, 2, ... m, nazyvame absolutnymi ¢lenmi systému linearnych rovnic a X1, X,
..., Xn Nazyvame neznamymi.

RieSenim systému linedrnych rovnic nazyvame taku n-ticu cisel (a1, az, ..., an), Ze po
dosadeni ¢isel ai, ay, ..., an za Xn do systému rovnic dostaneme m spravnych rovnosti.

Maticu

all, a12 ] LN} aln
a21, a22 ] [N} azn
amli am2 ' amn

nazyvame maticou systému (1).

Maticu

1 8 e By By
Qi Bp e B D

amli amZ’ amn’ bm

nazyvame rozsirenou maticou systému (1).

3.4 Cramerovo pravidlo

V tejto kapitole zovSeobecnime Cramerovo pravidlo pre systém n rovnic s n neznamymi.

Ak pre systém linearnych rovnic (1) plati, ze m = n (pocet rovnic sa rovna poctu

#0), systém (1)

. . r . A n
neznamych) a determinant matice systému (1) je rozny od nuly (D = \aij\l

b Db D
D’D""lD L

ma jediné rieSenie



kde determinanty D1, Dy, ..., Dn dostaneme z determinantu matice systému (1) nahradenim

prvého, druhého, ... , n-tého stipca stipcom absolatnych &lenov.

3.5 Eliminaéna metéda

Dva systémy linedrnych rovnic nazyvame ekvivalentnymi, ak kazdé rieSenie prvého
systému je rieSenim i druhého systému a naopak.

Elementarnymi upravami systému linedrnych rovnic nazyvame nasledujice upravy:
Vz4jomni vymenu dvoch rovnic v systéme.

Vynésobenie 'ubovolnej rovnice systému ¢islom réznym od nuly.

Pripocitanie linedrnej kombindcie zvySnych rovnic k danej rovnici systému.

Tieto upravy prevadzaju dany systém rovnic na ekvivalentny systém linearnych
rovnic.

Uplatiiovanim tychto uprav rieSime sustavy linearnych rovnic. SnaZzime sa pomocou nich

PO

upravit’ maticu na tzv. trojuholnikovy tvar.

Vety o sustave rovnic:
Ak vsetky koeficienty systému (1) sa rovnaji nule a aspoii jeden z absoltitnych ¢lenov bi je
ro6zny od nuly, systém (1) nema riesSenie.
Ak vsetky koeficienty systému (1) sa rovnaju nule a vSetky absolutne ¢leny bi sa rovnaju
nule, kazda n-tica ¢isel je rieSenim systému (1).
Ak sa vSetky koeficienty systému (1) nerovnaju nule, systém mozno riesit’ elimina¢nou
metodou. AK aw # 0, vzajomnou vymenou k-tej rovnice aprvej rovnice systému (1)
aneznamych x1 axi dostaneme novy systém, ktory ma prvy koeficient v prvej rovnici
rovny ak. V tomto systéme vykoname elementarne upravy:

1. Vyndasobime prvua rovnicu ¢islom —.
a
K

2. Pripoc¢itame ku vSetkym ostatnym rovniciam také ndsobky prvej rovnice, aby
koeficienty pri neznamej x sa rovnali nule.
Tak dostaneme systém, ktory obsahuje neznamu x; iba v prvej rovnici, zvy$né rovnice

obsahuju uz iba (n - 1) neznamych. Tento postup mozeme opakovat’ s ostatnymi (n - 1)
rovnicami. Pritom mdzu nastat’ dva pripady:

1. Postup mozno vykonat’ prave m-krat.
2. Postup mozno vykonat’ k-krat, kde k < m, t. j. vSetky koeficienty zvy$nych (m — k)
rovnic sa rovnaju nule.
Jedna alebo viac poslednych (m - k) rovnic ma absolutne ¢leny r6zne od nuly, t. j. mé tvar

0 =a, kde a #0. Systém (1) nem4 rieSenie.
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Vsetkych zvySnych (m — k) rovnic mé absolutne ¢leny rovnajlce sa nule, t. j. maji tvar 0 =

0. Vynechanim tychto rovnic dostaneme ekvivalentny systém so systémom (1).

3.6 Homogénny systém linearnych rovnic

Systém linearnych rovnic nazyvame homogénnym, ak vsetky jeho absolutne ¢leny sa
rovnaju nule.

Kazdy homogénny systém linearnych rovni ma nulové (trividlne) rieSenie. Aby mal
homogénny systém linedrnych rovnic nenulové rieSenie, je nutné a postacujice, aby
hodnost’ matice systému bola mensia ako pocet neznamych.

Ak sa v homogénnom systéme linearnych rovnic pocet rovnic rovna po¢tu neznamych,

nutnou a postacujiicou podmienkou je, aby sa determinant systému rovnal nule.

Priklad 1:
Rieste systém linearnych rovnic:
X2 + 2X3 = -6

2X1— X2— X3= 4
X1+ X2— X3= 9
5x1 + 2X> =9

RieSenie:
Vymenime prvl a druht rovnicu:
2X1— X2— X3= 4

X2 + 2X3 = -6
X1+ Xo— X3= 9
5Xx1 + 2x2 =9

Vynasobime prvu rovnicu ¢islom > a docitame postupne vhodné nasobky tejto rovnice od

ostatnych tak, aby vypadli ¢leny s X1. Dostaneme:

1 1
Xl_EXZ_EXS =2
X, +2X; =6

3) 1
EXZ +§X3 :3

9 5
EXZ +EX3 :—1

Druht rovnicu vynasobime vhodnymi ¢islami a od¢itame od ostatnych tak, aby vypadli
¢leny s X2. Dostaneme:
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1

X1+ Exgz—l
X, +2X; =6
9
—§X3 :18
13
—EX3 :26

Vynésobime tretiu rovnicu ¢islom -9 a odc¢itame vhodné nésobky tejto rovnice od

ostatnych tak, aby vypadli ¢leny s x3. Dostaneme:

X1 =1
X2 =
X3 =

0 =0

Vynechanim poslednej rovnice dostaneme systém ekvivalentny so systémom povodnym,
ktorého rieSenim je trojica (1, 2, -4).

Priklad 2:

Rieste systém linearnych rovnic:
X1—2X2+ 3x3— X4=0

3X1— X2+ X3+ Xa=1
X1+ 8X2 — 13x3 + 7X4 =2

RieSenie:
Prvi rovnicu vyndsobime ¢islom 3 a od¢itame od druhej rovnice. Potom prvu rovnicu
vynasobime ¢islom -1 a pripocitame k druhej rovnici. Dostaneme:

X1—2X2+ 3Xx3— x4=0
52 - 8xzs+4xa=1
10x2 — 16X3+ 8x4 =2

Druht rovnicu vynasobime ¢islom c a vhodné nasobky tejto rovnice od¢itame od

ostatnych tak, aby vypadli ¢leny s X2. Dostaneme:

X1+ 1'X+§X=g
5% 5™ 5

2 58 5™ 5
0=0

Vynechanim poslednej rovnice a presunutim volnych neznamych na pravu stranu rovnice
dostaneme:
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Ak polozime X; = P, podobne polozime X4 = ¢. Z toho dostaneme

y =L 34,2
5" 55
> 5° 55

1 3 .28 4 1
R. S i t, 1 ) h ic j Vt i - — S R— B -1 M lkd
ieSenim systému linedrnych rovnic je Stvorica ( 5p 5q+5 5p 5q+5 P, q), kde

p a q su 'ubovol'né ¢isla. Nazyvame ich parametre.

Priklad 3:

Rieste systém linearnych rovnic:
X1—2X2+ 3x3— X4=0

X1— Xo+ X3+ X4=1
X1+ 8X2—13x3+ 7X4 =5

Riesenie:
Prvi rovnicu vyndsobime ¢islom -3 a pripoc¢itame k druhej rovnici. Potom prvii rovnicu
vynasobime ¢islom -1 a pripocitame ju k druhej rovnici. Dostaneme:

X1—2X2+ 3X3— X2=0
5o — 8xzs+4xa=1
10x2 — 16xX3+ 8x4 =5

: 1 :
Druht rovnicu vynasobime ¢islom 3 Potom tato rovnicu vynasobime ¢islom -10

a pripocitame k tretej rovnici. Dostaneme:

X1—2X2+ 3Xx3— X2=0
X —§x +£'X =

2 5 3 5 4

0=

@ Al

Z poslednej rovnice vyplyva, Ze systém linedrnych rovnic nema rieSenie.

Priklad 4:

Pomocou Cramerovho pravidla rieSte systém linearnych rovnic:
X1+ 2X2 +X3=8

3X1 + 2X2 + x3 =10

4X1+3X2—2X3=4

Riesenie:

Vypocitame hodnotu determinantu D:
1 2 1|1 2

D=3 2 1(3 2=-4+8+9-(8+3-12)=13+1=14
4 3 -24 3
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Vypocitame hodnoty determinantov D1, D2, Da.
8 2 1|8 2

D=10 2 110 2=-32+8+30-(8+24-40)=6+8=14
4 3 -24 3

8 11 8
10 1|3 10=-20+32+12-(40+4-48)=24+4=28
4 -24 4

Y,
I
A WP

[N

2 8|1 2
2 103 2=8+80+72—-(64+30+24)=160-118=42
4 3 44 3

O
I
w

Vypocitame nezname x1, X2, X3:
D, 14

Xl == :1
D 14

X2 :& :2—8: 2
D 14
D, 42

X, =—=—= 3

"D 14

RieSenim systému linearnych rovnic je trojica (1, 2, 3).

Priklady:
1. Zistite, ¢i dané n-tice s rieSeniami rovnice:

a)2x +3y =11 (0,-3),(1,2), (7,-1)
b) X — y + 22 = -1 (1! 1! 1)a (21 '31 0)1 ('11 '21 '1)
c)2x+y+z+u=0 (0,0,0,0),(1,-1,-2,1)
2. Ukazte, Ze n-tica (1, 2, 5) je rieSenim systému linearnych rovnic:
6X1 +3X2 —2X3=2
X1—3X2+2X3=5

2X1+ Xo+ X3=9

3. Rieste systémy linedrnych rovnic:

a) 8x—-3y+12=0 b) 2X — by =-2
3Xx+2y-33=0 Xx—-3y=4
C) X+2y=4 d) 4x — 5y =39
2X+4y =8 5x +5y =78
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4. Pomocou Cramerovho pravidla rieste systémy linearnych rovnic:

a) X1—2%2+ x3=11
X1+ Xo2—3Xz3= 7
11x1 — 4x2 — 3x3=10

C) X— 2y+2z=-9
3x+ 5y+4z=10
S5X + 12y + 6z = 29

b)

d)

5. Rieste systémy linearnych rovnic:

a) X1+ 2X2— Xz= 2
X1 — Xo+2x3=7
X1 - X3 = -2

2X1+ X2+ Xxz3= 7

c) 27X1 - 19%2 + 22X3 - 35%4 =

b)

6  d)

20x1 - 13x2 + 14X3 - 13X4 = -23
8X1- 2X2+ 6X3-10xs4= 10
OX1- 4X2+ TX3- 8Xa= -3

181 — X2+ 12x3— 17x4= 3

2X1 —3X2+x3= 0
X1+ 2X2—X3= 3
2X1+ X2+ X3=12

X1—2X2+ X3=0

3X1 — 5X2 — 2X3 = -3
X1 —3X2+ X3=16

BXx1 +3X2+3x3 +xa4 =11

X1— X2+ X3 =-2
3X1 + 3x2 + 2x3 + x4 =10
X1 — 3X2 + 2X3 =-7

Ax1+ Xo+3X3+Xa= 8

X1+2X2+ X3=3
2X1—3X2+ Xz3=2
X1+ Xo+3x3=4

6. Rieste systémy homogénnych linedrnych rovnic:

a) 2x+3y=0
3x— y=0

C) X1+4x2 —3x3=0
X1—3X2— X3=0
2X1+ Xo—4x3=0

Vysledky:

1.
a) Riesenim je (7, -1)
b) Riesenim je (-1, -2, -1)

b)

d)

¢) Riesenim su (0, 0,0, 0) a (1, -1, -2, 1)

2.
Je rieSenim.

3.
a) (3,12)

b) nema rieSenie

2Xx+3y=0
4x+6y=0

X1+2X2+ 3x3=0
Ax1+7X2+ 5x3=0
X1+ 6X2 + 10x3=0
X1+ Xo— 4x3=0

C) (4 — 2a, a), kde a je 'ubovolné ¢islo
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(123

4,
a) nema rieSenie b) (2, 3, 5)
c) (-18a + 1, 2a + 3, 11a— 2), kde a je l'ubovol'né ¢islo d) 3,2,1)

5.

a)(1,2,3) b)(3,0,-5,11) c) (1,2, -4,-3) d) (4, 1, -3)

6.

a) (0,0) b) (3a, -2a) c) (134, 2a, 7a) d(2+a,2-a3+43 )
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4  FUNKCIA JEDNEJ REALNEJ PREMENNEJ

Majme dve neprazdne mnoziny M a N. Hovorime, Ze na mnozine M je definovana funkcia
f, ak je dany predpis, podl'a ktorého kazdému prvku z mnoziny M je priradeny jeden prvok
Z mnoziny N.
Mnozinu M nazyvame definicnym oborom funkcie f.
Podmnozinu prvkov z N, ktora je obrazom mnoziny M, nazyvame oborom hodnét funkcie
f.
Mnoziny M a N znazoriiujeme na ¢iselnych osiach. Na osi x znazoriiujeme mnozinu M —
defini¢ny obor funkcie ana osi y znazoriiujeme mnozinu N — obor hodndt funkcie.
Defini¢ny obor funkcie f ozna¢ujeme D(f). Obor hodnoét funkcie f ozna¢ujeme H(f).
Osi znazoriiujeme tak, aby spolu zvierali pravy uhol, pri¢om os x byva horizontdlna a 0s y
vertikdlna. Pravouhl4 ststava osi x a y, ktord ndm sluzi na zndzorfiovanie grafov funkcii sa
nazyva kartezianska sustava suradnic.
Funkcia je najcastejSie urcena:

= matematickou formulou (rovnicou) v tvare y = f(x), ktora méze mat’ dve formy:

explicitna rovnica, napr. f= {(x,y) e RxR;y=x*—1},
implicitna rovnica, napr. x> +y? =25

= tabulkou
X 2|1, 0 1| 2| 3

y | 3/ 0| 1] 0] 3] 8

TieZ zadanie funkcie vypoctom prvkov je mozné povaZovat’ za zadanie tabul’kou,
ide len o int formu zapisu,

» verbalnym (slovnym) predpisom
Napr. vyrokova forma V(x, y) =,y je dvojnasobkom ¢isla x*

= graficky
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Grafom byvaju Casto vyjadrené tie funkcie, ktorych priebeh je zapisovany
Vv pristrojoch graficky na papierové média alebo na displeji (napr. ako vysledok
merania).

4.1 Elementarne funkcie

Pojem ,.elementarne funkcie* je skor historicky ako matematicky. Vymedzuje niekol'ko
zakladnych elementarnych funkcii, z ktorych sa pomocou kone¢ného poctu algebraickych
operacii a operaciou skladania vytvaraju d’alSie funkcie, ktoré nazyvame algebraickymi
funkciami. Plati, Ze s kazdou funkciou patri do mnoziny elementdrnych funkcii vzdy aj
funkcia inverzna, pokial existuje.
Zakladné elementarne funkcie su:

» konStantna funkcia (y = C);

* mocninova funkcia (y = x" pre 'ubovolné r € R, patria sem aj odmocniny a tiez
napr. nepriama imernost’);

= goniometrické funkcie (y = sin X, cos X, tg X, cotg x) a funkcie cyklometrické (y =
arcsin X, arccos X, arctg X, arccotg x);

= exponencialna funkcia (y = a*, a> 0, a # 1) a funkcia logaritmicka (y = loga X);

» hyperbolické funkcie (y = sinh X, cosh X, tgh X, cotgh x) a funkcie
hyperbolometrické (y = arcsinh X, arccosh x, arctgh x, arccotgh x).

Algebraickd funkcia je nazov pre elementarnu funkciu, ktord vznikne z funkcii
konstantnych a z funkcie f(x) = x pouzitim operacii s¢itanie, od¢itanie, nasobenie, delenie a
odmociiovanie. Pokial nepouZijeme operdciu odmociiovanie, dostaneme algebraické
funkcie racionalne. Algebraické funkcie, ktoré nie s racionalne, nazyvame iracionalne.
Zvlastne pripady algebraickych funkcii: napr. celd racionalna funkcia alebo funkcia
polynomickd (algebraicky polynom) a lomend raciondlna funkcia, patria medzi

najvyznamnejsie funkcie Studované v matematike.
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Elementarne funkcie, ktoré nie st algebraické, sa obvykle nazyvaji transcendentné. Zo
zakladnych elementarnych funkcii medzi ne patria funkcie exponencialne, logaritmické,
goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a hyperbolometrické, ale aj mocninova

funkcia s iracionalnym exponentom.

4.2 Vlastnosti funkcie

V tejto kapitole popiSeme zakladné vlastnosti funkcii. Ststredime sa najmid na tie
vlastnosti, ktoré¢ budi potrebné v d’alSich kapitolach. Vlastnosti funkcii budi doplnené

obrazkami, ktoré umoziuju lepsiu predstavu uvadzanych vlastnosti.

4.2.1 Ohranicenost’funkcie

Funkcia sa nazyva zhora (zdola) ohrani¢ena na mnozine M < D(f) prave vtedy, ak tato
vlastnost’ ma mnozina f(M).
Funkcia sa nazyva zhora (zdola) ohranicend prave vtedy, ak tuto vlastnost ma mnoZzina

H(f). Na obrazku je zhora ohrani¢ena funkcia.

Jx)

Obrazok 1 Zhora ohrani¢ena funkcia

(zdroj: http://slovak.evim.stuba.sk/elearning/elearning_files/vlastnfunkcii.xml)

Na d’alsom obrazku uvadzame priklad funkcie, ktora je ohranicena zdola.
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Jx)

Obrazok 2 Zdola ohrani¢ena funkcia

(zdroj: http://slovak.evim.stuba.sk/elearning/elearning_files/vlastnfunkcii.xml)

Existuju aj funkcie, napr. funkcia y = x2, ktora je ohrani¢ena zdola, nie je ohrani¢ena zhora

a nie je ohranicena, ale na mnozine (—10, 10) je ohrani¢ena.

4.2.2 Monotonnost’ funkcie

Vlastnosti funkcii ako rastiicost, klesajicost, neklesajucost’ a nerastiicost oznacujeme
spolo¢nym nazvom monotoénnost’.

Funkcia f sa nazyva rastica (klesajuca, neklesajliica, nerastica) na mnozine M < D(f) prave
vtedy ked’ pre kazdé Vx1, X2 € M plati: x1 <x2 = f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2), f(x1) <
f(x2), f(x1) > f(x2)).

Funkciu f rasticu (klesajucu, neklesajicu, nerasticu) na D(f) nazyvame rastiicou
(klesajiicou, neklesajiicou, nerastiicou). Pre funkcie rasttice a klesajuce pouzivame suhrnny
nazov rydzo monotonne funkcie. VSetky Styri uvedené druhy funkcii nazyvame monotonne

funkcie.
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Obrazok 3 Rastuca funkcia
(zdroj: http://www.oskole.sk/?id_cat=2&clanok=16535)

M

¥

L'

Obrazok 4 Klesajuca funkcia
(zdroj: http://www.gymmoldava.sk/ICV/CELYWEB/maturita/mat2012_6903.htm)

Napr. funkcia y:% je klesajuca na intervale (—oo, 0) a je klesajuca i na intervale (0,+0),

ale nie je klesajuca (t.j. nie je klesajuca na D(¥) ).

4.2.3 Pdarnost’ a nepdarnost’ funkcie

Funkcia f sa nazyva parna (neparna) prave vtedy, ked’ plati:

Vx € Rplati x € D(f) = (x € D(f)) A (f(-x) =f(x)) [f(—x) =—F(x)].

Inymi slovami, funkénd hodnota parnej funkcie pre x vynasobené minus jednotkou
zodpovedd funkénej hodnote v Cisle x. Naopak, funkénd hodnota neparnej funkcie pre x
vyndsobené minus jednotkou zodpoveda funk¢nej hodnote v ¢isle x, ktord je vyndsobena
minus jednotkou.

Priklad parnej funkcie: y = cos X, priklad neparnej funkcie: y = sin x.
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11
Obrazok 5 Parna funkcia
(zdroj:

cosecant.php)

T 27 An dn
— ' N N X
i3 2n 5n n

2 2 2 2

http://www.intmath.com/trigonometric-graphs/4-graphs-tangent-cotangent-secant-

L1(X)

Obrazok 6 Neparna funkcia

(zdroj: http://easymat.wz.cz/grov.html)

Pre polynomické funkcie plati: ak st v polynome len Cleny s parnymi exponentmi, je dana

funkcia parna, ak s tam len ¢leny s neparnymi exponentmi, je funkcia neparna.

Karteziansky graf parnej funkcie je simerny podrla osi y, graf neparnej funkcie je simerny
podl'a pociatku suradnicového systému.
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4.2.4 Periodickost’ funkcie

Funkcia sa nazyva periodicka prave vtedy, ak plati:

dp € R, p= 0 tak, ze VX € R plati

1.x e D(f) = (x £ p) € D(f)

2. Vx e D(f): f(x £p) = f(x).

Cislo p sa nazyva peridda funkcie f.

Ak p je perioda funkcie f, je Vk e Z tiez ¢islo kp periédou funkcie f. Najmensia kladna
perioda po, pokial existuje, sa nazyva primitivna (tiez zakladna) perioda funkcie f.
Konstantnu funkciu spravidla medzi periodické funkcie nepocitame.

Priklady periodickych funkcii: y = sin x (po = 2m), y =tg X (po = ).

onf
,}\

T 3nfd

Obrazok 7 Periodicka funkcia
(zdroj: http://wwwz2.arnes.si/~mpavlel/mp/trigo_f.html)

4.2.5 Spojitost’ funkcie

Majme funkciu f, ktora je definovana v okoli dan¢ho c¢isla a. Hovorime, Ze funkcia f je
v ¢isle a spojita, ak postupnost’ {f (al), f(a ), f(a3 ),..., f(aﬂ ),...}konverguje k &islu f(a) pre
kazdu postupnost’ {al, a,,as,...,a, ,...}, ktord konverguje k Cislu a.

Ak pre kazdy ¢len postupnosti {a11 }:;1 plati an<a, funkcia f je spojitd zl'ava v Cisle a.

Ak pre kazdy ¢len postupnosti {a11 }:]Ozl plati a,> a, funkcia f je spojita sprava v Cisle a.
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Body, v ktorych funkcia nie je spojita, nazyvame bodmi nespojitosti.
Funkcia f je spojita na intervale J, ak:

" je spojita v kazdom vnatornom bode intervalu J,
= sprava spojita v lavom koncovom bode intervalu J, ak ten bod patri do intervalu J,
= zlava spojitd v pravom koncovom bode intervalu J, ak ten bod patri do J.

4.3 Limita funkcie

Majme funkciu f, ktora je definovana v okoli daného bodu a, pricom v samotnom bode
a nemusi byt’ definovana.

Cislo b je limitou funkcie f v ¢&isle a, ak postupnost {f (ai), f(az), f(as),..., f(an ),}
konverguje k ¢islu b pre kazda postupnost’ {ai, a,,ag,...,a, ,...}, ktora konverguje k ¢islu a,
pricom kazdy ¢len postupnosti {an }::1 je z defini¢ného oboru funkcie f a je rozny od Eisla

a.

y=7x)

Obrazok 8 Limita funkcie
(zdroj: http://www.evim.stuba.sk/~velichova/PREDNASKY/Prednaska7.xml)

Cislo oo je nevlastnou limitou funkcie Vvé&isle a, ak  postupnost

{f(a) f(@) f(&)...,f(a,)...nevlastne konverguje k oo pre kazda postupnost
{al,az,a3,...,an,...}, ktord konverguje k ¢islu a, pricom kazdy ¢len postupnosti {an }::1 je

z defini¢ného oboru funkcie fa je rézny od Cisla a.
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Limitu funkcie f v ¢isle a oznacujeme:

|X|£n>a f(x):b
!(I[ﬂ)a f(X)zioo

Stru¢ne povedané, skuto¢nost’, Ze funkcia f ma v bode a nevlastni limitu oo, resp. —oo
znamena, ze ak sa X priblizuje k ¢islu a (ale nerovna sa a), hodnoty funkcie f(x) sa stale

zvac¢suju, resp. zmensuju, rasti nad vSetky medze (obr. 9, obr. 10).

Jix)

Obrazok 9 Nevlastna limita co

(zdroj: http://www.evim.stuba.sk/~velichova/KNIHA/Kapitolad/Cast4 _1.xml)

Ak bod a v predchadzajucej definicii je realne ¢islo, tak hovorime o limite vo vlastnom
bode, v opa¢nom pripade hovorime o limite v nevlasthom bode. Ak hodnota b limity je
realne Cislo, tak hovorime o vlastnej limite, v opacnom pripade hovorime o nevlastnej

limite.
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Jix}

Obrazok 10 Nevlastna limita - oo

(zdroj: http://www.evim.stuba.sk/~velichova/KNIHA/Kapitola4/Cast4_1.xml)

Ak pre kazdy clen postupnosti {an }::1 V definicii limity navySe plati an < a, hovorime

0 limite zl'ava a oznacujeme ju |im f(X).
x—a~

Ak pre kazdy c¢len postupnosti {an }w Vv definicii nevlastnej limity navySe plati an < a,

n=1

hovorime o nevlastnej limite zI'ava a oznacujeme ju |im f(X).
X—a~

Ak pre kazdy clen postupnosti {a11 }:10:1 Vv definicii limity navySe plati an > a, hovorime

o limite sprava a oznacujeme ju lim f(X).
x—a*

Ak pre kazdy clen postupnosti {an }::1 V definicii nevlastnej limity navySe plati an > a,

hovorime o nevlastnej limite sprava a oznacujeme ju |im f(X).
x—a*

Ak funkcie f a g maju limity v ¢isle a rovnajtce sa ¢islam L1, L2, potom plati:

Nech lerﬁrll f(x)=L, a lerl!l g(x)=L, anech L,L,,ceR. Potom:
1. funkcia f+Q ma limitu v bode a, pricom plati:

im0 g0)- L L
2. funkcia f-g ma limitu v bode &, pri¢om plati:

im[ () o(0]-L

3. funkcia ¢- f ma limitu v bode a, pricom plati:
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imle- 1(x)}=c-L,
4. pre L, #0 aj funkcia é ma limitu v bode &, pricom plati:
Iim{ f(x)} _imi_y

g(x)| lmg(x) L,

Pre pocitanie limit potrebujeme vediet’ ako vypocitame zakladné limity, teda urcité vzorce,

X—a

ktoré st odvodené pre niektoré zékladné funkcie.

Pravidla pre limity:
1. Prekazdé aeR plati:
imc=c; ceR

X—a

2. Prekazdé aeR plati:
lim x=a

X—a

3 lim™ g

x=0 X

4. Iimin =0, kde n je prirodzené &islo

X—)OOX

5. Iiw{1+1j _e, |irr(1+9) g0
X—>00 X X—>o0 X

6. lima* =00, kdea>1, lima*=0,kdea<1
X—»0 X—>—00
Keby sme mali vel'mi jednoducho opisat, ¢o to vlastne limita je, mohli by sme to
formulovat takto: Limita funkcie f pre k bliZiace sa ku konkrétnemu cislu xo je také ¢islo,
ktoré by zodpovedalo funkénej hodnote funkcie f v bode xo vtedy, keby funkcia f bola
v tomto bode spojita. Pritom nie je dolezité, ¢i funkcia je v bode Xo spojita alebo nie,

dolezité je, aby bola funkcia v okoli bodu xo definovana

4.4 Pouzitie vypoctov pomocou limity

Limity ndam pomahaju pri vypocte uloh, ktoré by sme dosadenim za neznamu nevypocitali,
ide najmi o pouzitie v dvoch zakladnych formach:

Delenie nulou. Ak vypocet hodnoty funkcie nie je mozny z toho dovodu, ze v menovateli
by sme dostali delenie nulou, nepocitame hodnotu danej funkcie v bode Xo, ale limitu
v bode x, ktora sa blizi k hodnote Xo.

Pocitanie s nekoneénom. Nekonecno nie je mozné dosadzovat do vyrazov, nakolko
funkéné hodnoty pre nekonecno nie st definované. Funkéné hodnoty v bode nekonecno

preto pocitame pomocou limity v bode x, ktory sa blizi k nekone¢nu.
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Priklad 1:

Vpocitajte:
2
. . X°—4 . 3X+2
a) limx® b) lim c) lim——
X—2 x—2 X— 2 X—4 X—2
RieSenie:

a) limx® =1im2°® =1im8=8

X—2 X—2 X—2

0 oim A sy 222 (x+2)=lim(2+2)=lim4=4

2 X—2 X—2 X/—2' X—2 X—2 X—2
. X+2 . 34+2 14 .
c) lim——— =lim—— =lim— =lim/=7
xo4 X—2 x4 4—2 x4 2 x4
Priklad 2:
Vypocitajte limity:
x* -1 sin3x X+1
a b im—— C im——
) Ixm x* -1 ) !(I—>0 sindx ) iLer—l
Riesenie:
i T U 1)(x +x+1) (A x+l) i XX
m— M3 =
) -1 +1) j}ﬂ)(xﬂ)(x +1) e+ X% +x+1
a
1+1+41 3
ail+141+1 4
sin 3x sin 3x I sin 3x
. sin3x 3)( ' 3 3x o 3)( _§1._§
b) IxILnO sin 4x IHosm4x 4Ix£>nOS|n4X 4 _ S|n4x_4'1_4
4 lim
4x 4x x>0  4X
. X+1 . . e e :
c) ||mX— Limitu nemo6zeme vypocitat’ priamo, lebo v Citateli a menovateli

mame nevlastné limity. V takychto pripadoch, ked’ pocitame limitu racionalnej funkcie
Vv nevlastnom ¢isle oo, vydelime Citatel'a aj menovatel’a najvy$Sou mocninou x, ktora je
v menovateli. V nasom pripade vydelime Citatel'a aj menovatel'a x. Dostaneme:

1 1
1+; lim 1+I|m 140

Ilmx——llm == = =1
—1  xow o ] 1_ -0
1 1-=  ml-lim= 1-0
X x> x—00 X
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Priklad 3:
Rieste limity:

4+1 2+1
. (4n+1 2n*+1) . n o« F 4+0 2+0
a) lim + =lim ———+1im +
L n>+1 ) n>e n%1+i 1 140
n2
1 1 1 5
1-x 1-2% 2 x X2 040 -2 2
b) lim - = lim lim - T
) (xz 2—3x2j b T2 71 3
X2
o) lim " =i ﬂ—ﬁ:
n—)00n+ n—)001+ +
2
n . 0
lim =1 = =
d "o n? 1 n@wl 1 140 0
7z
n
3 5 2
_3-5m2-2n* . 5 n 0-0-0
lim lim 0
L r R 3, 0-2
n°
f |m{i) :(limi) | lim—L _(Lj 1 =1
N\ N+ n—o N +1 Ho1+} 1+0
n
1
. n*+l . 1+F 1+0
g) Iim ——=Iim =—"=1
n— 1 n%l 1 1-0
Y
n
hy fim—X=2 1
x>2 X2 —3X+2 x—>2zmx_> x—>2(x_)
x2 -1 (x=1)-(x+1) _ .
) fim = — Ixmlw_lxm(xﬂ)_lﬂ_z

) |Imx—3:|im -3 _yq -1
x>3 X2 —5X+6 x%ix—SHx—Zi x»six—zi 3-2

X2 -4 (x=2)-(x+2) . .
k) legnz ) !(I[T])ZT—!(ID’})Z(X+2)—2+2—4

44



) lim X =X=2 _p (x—2)-(x+1) i X+1) _ 241 3
X—2 X3 _3X2 +2X_x—>2 X.(X_Z).(X_l)_ X—2 X'(X—l)_Z'(Z—l)_Z

x* —1=(x=1)-(® +x+1)
(x® =Bx+4): (x=1)= %2 + x—4
. X°—5x+4 _ —(x3—x2) o (x—l)-(x2+x—4)_
m) limX X+ “lim x4)
ot x -1 X? —5X+4 1 (x=1)-(x* +x+1)
—x? —x
—4x+4

X*+x—4 1P+1-4 2
=1lim _£

ol X2t x+1 12+1+1 3

+x=2_po (x+2)-(x=) _ . x-1_-2-1_3
x>2 X2 4+2X  xo2 X-iX+2i x>2 x = -2 2

0 Iimxz_x_zzlim (x+1)-(x—2) CimX=2 _ 12
o1 x4l ot (x+1)- () —x+1) ox®—x+1 (-1f —(-1)+1

p) |Im——|lm1/ I|m 2——:

0 Iiml_mzlim (1—JT) L+vi-x) i A—0%)
0 X 0 x-{l+41-x) il i

. . 1 1 1 1
=lim =lim =lim
x—>Ox+ /XZ_(l_X) x—>01+ Xz'(l—X) x—0 + /1—X 1+ / 2
X2
J— — J— 2_
n Iin(x—\/xz——l):lirr'(x b =if e e 1) —be 1)
X0 X0 X+/x2 -1 H°°x+\/x——1
1 1
B | Sim— X —jm— %X -0 _g
D C V) G I D I DV B PV [ 1 1+
. Iim“/2+x_‘/§—ll V2+x=2 J2+x+42 _im_2tX=2  _
X050 X x>0 X V24X ++/2 HOX-(«/er\/i)
1 1 2
%\/2+ V2 2442 4
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. > : (n—\/n2+n)-(n+\/n2+n) . n®—(n?+n)
t) limn—+n“+nj=1lim =i =
N—0 X—0 n+ /n2+n X0 4 [nZ_n

n
n 1
=lim——1 —im _=
X0 1y F X_)OO1+\/1_71 1+\/1 2
W lim 3x+6_Iim 3-(x+2) : 3 3

1=

o2 X3 +8  xo2(x+2)-(x? —2x+4)2x@2 X2—2x+4 A+d+4

2 2
) linfx B¢ _10x+l):”m(3x—\/9x —10c+1)- [Bx+ Va7 —10x+1) _
X x> 3X+9x* —10x +1

1
B e Rt R 1 o N S
03X +OX2 —10K +1 H‘°3x+\/9x —-10x+1 H’°3+ /9 lihi
X X
_10 _5
3+4/9 3
2 2 _ 2 2
w) lim X L e
X—0 X X—00 X—00 X X—00 X
= lim 1—%+i|m 1+— Vv1-0++41+0
) lim —lim (\/1+ +/1— ) _imX (\/1+x+\/l—x)

“0\/F \/T =0 (J1+x J1- XX\/1+X+\/1 x) =0 (1+x)—-(1-x)
:Ilmx(M+ 1—

X_E V) 00y

2X
o linf L3 ):“m Lx+x* -3 o (x+2(x-1) _
Sl 1-x 1-x°) ot Lxfltx+xZ) ot (- x)L+x+x2)
i Xy mX=2 e, 2122
oL (L= X)L+ X+X?) oLl x+x2 o114+1+1
2 1 1
2 linf X 2x = lim 2 +2x (22420 =4
x—m| 1—X X—0) i—l 1
X2
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Priklad 4:
Rieste limity s goniometrickymi funkciami:

sin5x sin5x

a) I|m— 5I m—:5-1:5
X 5x
b) Iimtgx I sinx _“msmx_ 1 :1_}:1
x>0 X S0XCOSX  x0 X COSX 1
C) ||mth:| im SINX |im1.w.i:1.1.}:1
=0 2X  x02XCOSX x02 X cosx 2 1 2

Poznamka: v d’alsich ulohach pouzijeme nasledovné vzt'ahy:

1=sin? x+cos’ x
sin 2x =2-SIn X-COSX
cos2x =cos’ x—sin’ x

. sinx . J1-cog X J1-cosx+/1+cosx
d) lim =lim =lim _I|m\/1+cos =2
x>0 J1—cosx *0 1-cosx *x? vJ1—Ccosx
sin3x Sindx  Jx+2++2 _ . sin3x
e) lim—————=lim = lim—=22 (Ux+2++/2
R s i A e i -

1imaS ¥ (/x2 +42)=3.1. (V2 ++2)=6/2
x>0 3X

. 1-c0s2x+1g°x . _sin? x+cos’ x—(cos’ x—sin?x) . sin® x
f) lim _ =lim +lim — =
0 X-sin X x50 X -Sin X x>0 X -Sin X - COS” X
i it 541123
x50 X 0 X COS X
Priklady:
1. Vypocitajte limity funkecii:
2 1
a) lim(x+1 b imdx> -7x+1) ¢ im| 2° +6x+=
i<+ )t Tet) 927 v
dlim(Vx—1-vx+1) ¢  lim+x?) f 1imx® -3x+2)
X—2 X—>-1 X—2
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2. Vypocitajte limity:

. x*-1 . 1 2
2) im x—1 b) Uﬂl{xz -1 X —lj )

. x3(x—2
a9 !<I—>2]x2 Jr(lix2 24’

) i X2 +7x—44
A X2 _6x+8

3. Vypocitajte limity funkcii v bode oo:

0ty B by g y == 2X 25011
' x8 +3 9 3x? —4x
_ [2 : 3x* +6x* —4
d)i: y=XVX©+9-Xx YE
)iy O Y=—a 571
4. Vypocitajte limity:
. tg3x . Sin4dx . SIn8x
a) lim=—o_ b) lim—— ¢) lim———
x-0 SINTX x>0 3X x-0 SINOX
_ _ . COSX—COS® X
e) limxcotgx f) limxtgx 9 lim—————
X0 Xx—=0 x—0 X

:\L/ysledky:

a)2 b)26 c)% d)1-v3 e2 fo

2.

92 b5 95 A O N4

3.

20 B2 9o B2 93 0
4,

DS by 9p 9o 91 N0 g1
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5 DERIVACIA FUNKCIE

Nech funkcia f je definovana na mnozine M a nech je ¢islo X, € M. Derivaciou f'(xo)

funkcie f v Cisle xo nazyvame ¢islo

(%)= fim F(x)—f(x)

X—%g X=Xy

Derivaciu f'(xo) oznaCujeme aj takto: [f(xo )’} , ¥ (xo0), [ﬁ} , [ﬂ} .
X=%g dx X=X, X=X,

dx

Obrazok 11 Geometricka interpretacia derivacie funkcie

(zdroj: http://www.evim.stuba.sk/~velichova/PREDNASKY/Prednaska9.xml)

Derivaciou funkcie f v bode Xo teda rozumieme ¢islo, ktoré zodpoveda smernici dotyénice
k funkcii f(x) v bode Xo.

Derivécia funkcie f sprava v €isle xo je ¢islo

£/(x,) = fim f(x)- (%)

+

Derivacia funkcie f zl'ava v Cisle xg je Cislo

f:(xo): im f(X)_ f(Xo)
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Nech M je mnozina vSetkych tych Cisel, v ktorych ma funkcia f derivaciu. Ak kazdému

¢islu X, € M priradime derivaciu funkcie f v &isle xo, dostaneme funkciu, ktorej

definiénym oborom je mnozina M a nazyvame ju derivaciou funkcie f na mnozine M.
df df(x) dy

Oznacujeme ju f” alebo ,
jeme ju f, (7, y dx' dx ' dx

Vlastnosti derivacie:

1. Derivacia funkcie f'v &isle xo existuje prave vtedy, ked’ existuje f/ (XO), f_'(XO)
aplati f/(x) = f/(x,). Potom f'(x) = £/(x,) = /().

2. Ak funkcia f ma v Cisle xo derivaciu, je v Cisle xo spojitd. Takisto ak ma funkcia f
Vv Cisle xo derivaciu sprava (zl'ava), je v Cisle xo spojita sprava (zl'ava).

3. Nech funkcie f, g majii na mnozine M derivaciu. Potom plati:

[Cf ]' =cf’, kde c je ¢islo

[f+g]’:f’+g’
[f-g] =f'—g
[fo] = o+ fg’

!

f1 fg-1g’
—| =—2="2 kde g=0
LJ g°

Derivacia zloZenej funkcie:

Nech u = g(x) je funkcia, ktord ma na mnoZzine M derivaciu g’. Nech N je obor funkénych
hodndt parcidlnej funkcie g definovanej na mnozine M. Potom funkcia y = f(u) mé na

mnozine M derivéciu a plati

[Flo0a = Ta(x)lo’(x)

dy _dy du

Vzt'ah zapisujeme aj takto: —= =—-—

“dx du dx
Derivacia inverznej funkcie:
Nech f je rydzo monoténna funkcia na intervale (a,b) a ma v tomto intervale derivaciu

f’#0. Potom inverzna funkcia f', (X) = [ z ( 1 1

U)]u=f,1(x) B f1f.(x)]

Derivacie elementarnych funkcii:

Pre kazdé x zdefinicného oboru, pokial nie je uvedené iné, platia pre derivacie

elementarnych funkcii tieto vzorce:
!
1. [C] =0, kde ¢ je ¢islo
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CD><
—_—
I
D
x

10. [tgn] =—>

11. [cotgx] =-

12. [arcsinx] =——=—, pre IX(1

13, [arccosx| = —

e

14. [arctg] = Tz

15. [arccotgx] = —ﬁ

5.1 L'Hospitalovo pravidlo

Toto pravidlo sa pouziva pri vypoSte limit funkcii typu lim ;gg ak
X—a

|Xi£n)af(x):0 aj !(iLnag(X)zo, alebo lem f(X)|=c0 a !(I_)rg g(X)| =0, respektive pri

vypocte limit funkcii, ktoré sa daji upravit' na tieto typy limit. Teda ide o limity v tvare
0 o

00
—,— . Na ich vypocet nemdzeme pouzit’ vetu o limite podielu, pretoze podiely % — nie
00

0’

st definované v R. Ide o limity takzvanych neurcitych vyrazov.

Nech funkcie f a g spiiiaja nasledujtice podmienky :

L limf(x)=0 , limg(x)=0, aleho lim|f (x) =00, lim|g(x) =

2. existuje hmf()

(vlastna alebo nevlastnd) .
x>a g (x

51



[0 e SO S
e P T

Princip L'Hospitalovho pravidla spo¢iva v tom, Ze derivovanim ¢itatel'a a menovatel'a sa

Potom existuje aj hm

mozeme ,,zbavit** neziaducich hodnot v menovateli (nula, nekonec¢no).

5.2 Geometricky vyznam derivacie

S derivaciou sa stretavame v dvoch zakladnych aplikaciach: v matematike - geometrii a vo
fyzike. Preto aj jej vyznam budeme rozoberat’ z tychto dvoch pohl'adov.

Derivacia funkcie f'(x) v Cisle xo je smernica doty¢nice ku grafu funkcie y = f(x) v bode T

= (Xo, f(x0)).

¥ =j”1§:u}{x - X} +f1;xn}
foxgy [, '

Obrazok 12 Geometricky vyznam derivacie - smernica dotyc¢nice grafu funkcie v bode
(zdroj: http://www.evim.stuba.sk/~velichova/PREDNASKY/Prednaska9.xml)

Derivacia funkcie v bode xo teda vyjadruje spad ¢iary, ktora je dotyénicou ku grafu funkcie

v danom bode.
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5.3 Fyzikalny vyznam derivacie

Vo fyzike sa stretneme najcastejsie s derivaciami pri ur¢ovani okamzitych c¢asovych zmien
urcitych velic¢in.

Ak funkcia s = f(t) vyjadruje zakon pohybu hmotného bodu M, t. j. udava velkost’ drahy,
ktora hmotny bod prejde za dany cas, tak derivacia funkcie f v ¢ase to, f (to) uddva

okamzitu rychlost’ hmotného bodu M v ¢ase to.

vt)= 5 = 1)

5.4 Derivacie vysSich radov

Nech funkcia (f ') je definovana na mnoZzine M. Derivéaciou druhého radu alebo druhou

!
derivéciou funkcie y = f(x) nazyvame funkciu (f ') , t. j. derivaciu prvej derivacie funkcie

d?y
y = f(x). Oznacujeme ju f'" alebo —-.

dx?
Derivaciou n-tého radu alebo n-tou derivaciou ( n = 2, 3, 4, ...) funkcie y = f(x) nazyvame
derivaciu (n — 1)-¢j derivacie funkcie y = f(x), ak tieto existuju.

Derivacie vys$sich rddov mdzeme oznacovat’ viacerymi sposobmi:
rr 2 4 5 n
A A O (NN (O

y”’ y”” y(4)' y(5)1 vy y(n)

d?y d®y d*y d°y d"y
dx? Tdx® Tdx* T dx® T dx”

Priklad 1:
Vypocitajte limity pomocou L Hospitalovho pravidla:
: X—2 .1 1
a) lim— =lim—=—_=1
2 X°—3X+2 x22Xx-3 4-3
2 p—
by lim XL o fim 2 =2 >

-1 X=1 x1 1 1
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X—3 1

: : 1
Iim———=lim—=—-=1
O e 5x+6 »W2x—5 65
2_ —_— —_— —_—
d) lim X*—X-2 _jim 2x-1 4-1 3

o2 X3 _3X2 42X 23X —6x+2 12-1242 2

x° —5x+4 _ im 3x*-5 31*-5 2

lim = -_Z
e) X—2 X3 -1 X—2 3)(2 312 3

2 o | —
f lim XX=2 2x+1 _ 2-(-2)+

1 3
o2 X242x  o22x+2 2-(-2)+2 2

0 Iim3x4—4x3+l: i 12x3 —12x? :"m36x
pacy (X _1)2 acy 2X—2 pany

22‘24" ~linflee -12x)=6

L x2-x—2 . 2x-1 2(-1)-1
VI e Ty

) limXFO i 3 11
x>2x34+8 x23x2 22 4

Priklad 2:
Vypocitajte derivaciu funkcie f (X) =x° —x—13/x +7.

RieSenie:

' 1 =2 13
f'(x)=(x® —=x=13/x+7) =3x* —-1-13=x2 +0=3x* -1-—=
Priklad 3:

Vypoéitajte derivaciu funkcie f(x) = x*cosx.

RiesSenie:

f'(x)= (x“) cosX+ X* (COX)" =4x3 cosx+ X* (—sinx) = x3(4cosx— Xsinx)

Priklad 4:
Vypo¢itajte derivaciu funkcie f (X) = Inx .
RieSenie:
1
, In x) x—(In x)Yx) Cx-InxD 1-Inx
g st GX D

X X X
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Priklad 5:
Derivujte zlozenu funkciu f (X) =X? =2x+12.

Riesenie:
1 = 1 2X—2
f/(x)==(x*—2x+12) 2 .(x* —2x+12)' = (2x-2) =
) 2 2UX? —2x+12 2UX% —2x+12
Priklady:
1. Vypocitajte derivaciu funkcii:
3
a)y = x* g) y=x° m) y = 2x?
b)y = 3x? h) y=+/x n y=-x
c)y = x? i) y=3x 0) y=3x°—4x?
d)y = -5x° i) y=4x p) y=2¢"
2 1
&) y=x k) y=3x" Q) y=5¢
4
f) y=x3 ) y=%x2 N y=2"+x
Vysledky:
1.
3 1
9
a) 10x )] = 2 m) 4x
1 2
b) 6x h) — n) =X
) ) 2% ) 3
c) -2x3 i) 1 0) 15x* — 8x
Rx?
7 L1 X
d) 30x i) I p) 2e
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2 7 1
— K) —Xx3/X —e*
e) i )3 3x 95

f) gw ) 4x° r 2e* +3x?
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6 PRIEBEH FUNKCIE

Pomocou derivéacii mozeme zistit' priebeh funkcie bez toho, aby sme si zostrojili jej graf,
resp. pocitali funkéné hodnoty niektorych bodov. Zistit' priebeh funkcie v tomto zmysle
chapeme tak, ze urCime intervaly monotoénnosti funkcie, jej extrémy ako aj d’alSie

vlastnosti. V nasledujucich odsekoch si povieme, ako je to mozné uskutocnit’.

6.1 Monoténnost’ a lokalne extrémy

Ak funkcia f je spojita na uzavretom intervale (a, b) a ma kladna (zapornu) derivaciu v
kazdom bode otvoreného intervalu (a, b), potom je funkcia f rastuca (klesajuca) na
intervale (a, b). Priklady rasttcich a klesajucich funkcii su na obrazkoch 13, 14.

Ak pre kazdé x z vnltra intervalu (a, b) plati '(X)>0,(f'(X)<0), funkcia f je na

intervale (a, b) neklesajuca (nerastica).

i = B S S T g |

\

x

12 345 -7-654-32-1 (1234567

Obrazok 13 Priklady rastucich funkcii: y = x, y = 2*
(zdroj: http://sithova.webnode.sk/matematika/funkcie/linearne-funkcie/)

Priklad 1:
Najdite intervaly monoténnosti funkcie f(x) = 2x> + 3x? — 12x — 12,

RieSenie:

Dané funkcie ma v kazdom &isle derivaciu f '(X) =6X? +6Xx—12. Zistime intervaly
najvacsej dlzky, v ktorych je:

a) f'(x)0

b) f'(xX0
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a)6(x2+x-2)>0
6 (x+2)(x—1)>0,teda X (— oo,—Z)U( oo). Na tomto intervale je funkcia rastuca.
b) 6(x? +x—2) <0, teda X e (— 2,1). Na tomto intervale je funkcia klesajuca.

y =06

i = B S S T g |
— -T2 L L 07

" s

4321 [N 2 3 46 —'?—ia—ia—ﬁ—é—iz—'11_1' 2345667

-2 2
31 3
41 -4
5 5

Obrazok 14 Priklady klesajucich funkcii: y = - X, y = 0,5*
(Zdroj: http://sithova.webnode.sk/matematika/funkcie/linearne-funkcie/)

6.2 Maximum a minimum funkcie

V aplikaciach matematiky je Casto potrebné najst’ najvacsiu alebo najmensiu hodnotu
funkcie a urcit’ tie ¢isla z jej definiéného oboru, v ktorych tieto hodnoty nadobuda. Ak ide
0 najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie na celom jej definicnom obore - hovorime o
globalnych extrémoch, ak ide o najvac¢siu, resp. najmensiu hodnotu v okoli nejakého ¢isla,
hovorime o lokalnych extrémoch.

Body, v ktorych sa funkcia f(x) meni z klesajucej na rastiucu resp. z rastucej na klesajicu sa
nazyvaju lokalne extrémy.

Nech funkcia f je definovana v intervale (a, b). Hovorime, ze funkcia f(X) ma v bode Xo
lokalne maximum (lokalne minimum), ak existuje také okolie bodu Xo, Ze pre kazdy bod x
z tohto okolia plati f(x) <f(xo) (f(x)>f(xo))

Ak pre vSetky x z okolia bodu xo plati f(x) < f(xo), ( f(X) > f(Xo) ), hovorime, Ze funkcia f

ma v Cisle xo ostré lokalne maximum (ostré lokdlne minimum).
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¥ A 4——__-~_—~_— lokdlne maxisoim

T

lokdlne minimuam

Obrazok 15 Funkcia stroma lokdlnymi minimami atroma lokdlnymi maximami na
intervale (a, b)

(zdroj: http://www.mojeskola.cz/\VVyuka/Php/Learning/Derivace/matika_krokemd4.php)

Veta (Nutna podmienka lokalneho extrému)

Ak funkcia f(X) ma v bode Xo lokalny extrém a ma v tomto bode prva derivaciu, potom f
(x)=0.

Stacionarnymi bodmi funkcie f nazyvame vsetky ¢isla z definiéného oboru funkcie f,

Vv ktorych f' (X) = 0 alebo " neexistuje.

Veta (Postacujuca podmienka lokalneho extrému)
Ak ' (x) =0 azaroven plati jedna z moznosti: f"” x>0 alebo f” (x) <0, potom ma

funkcia f(x) v bode xo lokalne minimum (lokalne maximum).

Pri hl'adani lokalnych extrémov postupujeme takto:

Najdeme vSetky stacionarne body funkcie f.

2. Pouzitim nutnych a postacujicich podmienok rozhodneme, ¢i v tychto
stacionarnych bodoch mé funkcie extrém.

3. Vypocitame hodnotu extrému.

=

Maximum (minimum) spojitej funkcie f na intervale <a, b) hladame tak, Ze
najdeme:
1. lokalne extrémy funkcie v intervale (a, b),
2. maximum (minimum) z tychto lokalnych maxim (minim) a Cisel f(a), f(b).
Ak je interval, na ktorom hl'addme maximum (minimum) otvoreny, maximum (minimum)

funkcie na intervale nemusi existovat. Ak existuje, je to maximum (minimum) iba
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z lokalnych maxim (minim) funkcie f na intervale (a, b). Na obr. 8 je minimom funkcie na

zobrazenom intervale bod x11.

y y
f//r\\\ﬁf th__#g/f

0 T i 0 T T

Obrazok 16 Funkcia s (globalnym) maximom - vlavo a (globalnym) minimom — vpravo
(zdroj: http://math.feld.cvut.cz/mt/txtc/4/txc3cadc.htm)

Priklad 1:
Najdite lokalne extrémy funkcie y = x* -2x2.

RieSenie:
y'=4x3 -4x = 4x(x? — 1) = 4x(x — 1)(x + 1)
Prva derivacia sa rovna nule v bodoch x3 = -1, X2 =0, x3 = 1.

y' = 12x% -4

y"’(-1)=8 >0 teda funkcia ma v bode -1 lokalne minimum
y(-1)=1

y"’(0) = -4 <0 teda funkcia ma v bode 0 lokdlne maximum
y(0)=0

y"’(1) = 8 > 0 teda funkcia mé v bode 1 lokélne minimum
y(1)=-1

Funkcia ma lokalne maximum v bode I_0,0J a lokalne minima v bodoch |_— 1,1_|, |_1,—1J.

6.3 Konvexnost’, konkavnost’, inflexné body

Majme funkciu f, ktora je definovana v intervale (a, b).

Ak pre kazdé tri ¢isla x1, X2, X3 Z intervalu (a, b) také , ze plati x1 < X2 < X3, leZi bod P2 = (X2,
f(x2)) pod priamkou, ktora prechadza bodmi P1 = (X1, f(X1)), P3 = (X3, f(X3)) alebo lezi na
tejto priamke — vtedy hovorime, Ze funkcia f je konvexna na intervale (a, b).

Ak pre kazdé tri Cisla x1, X2, X3 Z intervalu (a, b) také , Ze plati x1 < X2 < X3, leZi bod P2 = (X2,
f(x2)) nad priamkou, ktora prechadza bodmi P1 = (X1, f(X1)), P3 = (X3, f(x3)) alebo lezi na
tejto priamke — vtedy hovorime, Ze funkcia f je konkavna na intervale (a, b).

ZjednoduSene moéZeme definovat’ konvexnost’ a konkavnost’ nasledovne:

Funkcia je konvexna v intervale (a, b) , ak jej graf je "otvoreny nahor " (obr. 17).

Funkcia je konkavna v intervale (a, b) , ak jej graf je "otvoreny nadol" (obr. 18).
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: ]

0 x] x2 X
Obrazok 17 Rydzo konvexna funkcia
(zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/~trnka/derivace/?page=41uvod)
F 3
¥y
0 a X X, b x:

Obrazok 18 Rydzo konkavna funkcia
(zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/~trnka/derivace/?page=41luvod)

Konvexnost’” alebo konkdvnost moézeme urcit pomocou druhej derivacie funkcie.

Nech funkcia f ma derivaciu na intervale (a, b).
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Funkcia f je rydzo konvexnd (konvexnd) prave vtedy, ked’ derivacia f” je na intervale (a, b)
rastuca (neklesajuca).

Funkcia f je rydzo konkavna (konkavna) prave vtedy, ked’ derivacia f” je na intervale (a, b)
klesajuca (nerasttca).

Nech funkcia f je spojitd na intervale (a, b) a vnutri intervalu (a, b) méa druha derivaciu £ .
Funkcia f je na intervale konvexna (konkavna) prave vtedy, ked’ plati: f"'(x) >0 (f"'(x) < 0)
pre kazdé x zvnutra intervalu (a, b).

Funkcia f je na intervale rydzo konvexna (rydzo konkavna) prave vtedy, ked’ plati: f"’(x) >
0 (f""(x) < 0) pre kazdé x zvnatra intervalu (a, b) a v kazdom intervale J C (a, b) je aspon

jeden bod x, pre ktory plati f"'(x) >0 (f"'(x) <0).

Priklad 1:
Najdite intervaly, v ktorych je funkcia y = X3 — 6x?+ 9x konvexna a intervaly, v ktorych je
konkéavna:

RieSenie:
y = X3 - 6x? + 9x
y'=3x?-12x +9

y ' =6x-12=6(x—2)

Druha derivacia je kladna na intervale (2,00) preto funkcia je konvexna na tomto intervale.
Druh4 derivécia je zaporna na intervale (- oo, 2), preto funkcia je na tomto intervale
konkavna.

6.4 Inflexny bod funkcie

Nech funkcia f ma v ¢isle xo derivaciu f'(x0). Nech existuje také pravé okolie €isla xo, Ze
pre vSetky ¢isla x z tohto okolia bod P = (x, f(x)) lezi nad (pod) doty¢nicou ku grafu
funkcie v ¢isle xo a také 'avé okolie ¢isla Xo, Ze pre vsetky ¢isla x z tohto okolia bod P = (X,
f(x)) lezi nad (pod) dotycnicou ku grafu funkcie v ¢isle xo. Potom hovorime, Ze funkcia f
ma v Cisle xo inflexny bod alebo Ze graf funkcie y = f(x) ma v bode P = (Xo , f(X0)) inflexny
bod.

ZjednoduSene mdzeme definovat’ inflexny bod nasledovne:

Bod, v ktorom sa funkcia meni z konvexnej na konkdvnu alebo naopak voldme inflexny

bod.
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Obrazok 19 Inflexné body funkcie
(zdroj: http://www.evim.stuba.sk/~velichova/PREDNASKY/Prednaskall12.xml)

Vlastnosti inflexného bodu:

1. Ak funkcia f ma v &isle xo inflexny bod, potom f"’(x0) = 0 alebo f""(x0) neexistuje.
2. Nech funkcia f ma v pravom a 'avom okoli ¢isla xo druht derivéciu f*" a v ¢isle xo
prvu derivaciu f'(xo). Ak pre vSetky x z pravého okolia ¢isla xo plati f'(x) > 0
(f""(x) <0) a pre vSetky x z 'avého okolia ¢isla xo plati f''(x) <0 (f"'(x) > 0),

funkcia f ma v &isle xo inflexny bod.

Priklad 1:
N4jdite inflexné body funkcie y = x* — 2x2 .

Riesenie:

y'=4x3 - 4x

y'=12x2—4=4(3x>-1)=0 prave vtedy, ked X = _1 X _ 1
9 l \/é 1 2 \/é

y'=24x

3
0,

1 5
(-3)-
Y

4

#0

w
ol o
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1 5 15
Inflexné body maju suradnice: I:— — ,——},I:— ,—:|.
J3' 9]V3'9
Priklad 2:
Najdite body, ktoré st inflexnymi bodmi funkcie y = x3— 6x2 + 9x.

Riesenie:

y = X% - 6x? + 9X

y'=3x?-12x+9

y =6x-12=6(X - 2)

y’"’= 6 pre l'ubovol'né ¢islo x.

Druhé derivacia sa rovna nule pre x = 2. Funk¢na hodnota y(2) = 2. Jediny inflexny bod je

12.2].

6.5 Asymptoty

Priamku, ktora ma rovnicu x = a, nazyvame asymptotou bez smernice grafu funkcie f, ak
funkcia f ma v ¢isle a nevlastna limitu alebo nevlastna limitu zl'ava alebo nevlastnu limitu

sprava.

Obrazok 20 Funkcia s dvomi asymptotami
(zdroj: http://www.funkce.eu/lomena.php)

Priamku, ktord ma rovnicu y = ax + b, nazyvame asymptotou so smernicou grafu funkcie f,

ak plati Xli_r)noo[f(x)—(ax+b)]=0 alebo lim [f(x)—(ax+b)]=0.
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Ak existuju limity a=1j ff(x) ,b=1im[ f(x)—ax] alebo
X—»0 X—>0

a= Iim%x),b = Iim[f (X)—ax] , potom priamka y = ax + b je asymptotou so smernicou
X——0 X——0

grafu funkcie f.

Priklad 1:

3X
Najdite asymptoty bez smernice funkcie Yy = Y_7
Riesenie:
Defini¢ny obor D= (— o0, 2) U (2, oo).
Funkcia ma v bode x = 2 limity:

i 3X "

m —F==—
X-2

X =2
i 3X -
m —F=—

X—2
X =2

Priamka x = 2 je asymptotou bez smernice.

Priklad 2:
X2 -2
N4jdite asymptotu bez smernice funkcie Yy = 1
RieSenie:
Defini¢ny obor D:R—{l}.
XA -1 0 X2l
a= lim 7)= lim =1
X = o0 MK~ x >0 X —2X
2
- 2x-1
b= Ii “x= i =2
lim| < —5 lim=—5
X —> oo X —>

Priamka y = x + 2 je asymptotou so smernicou grafu funkcie vy.
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6.6 Priebeh funkcie

Pri urovani priebehu funkcie najcastejSie zistujeme:

1. Defini¢ny obor.

2. Parnost’, neparnost’, periodu funkcie.

3. Vsetky body nespojitosti funkcie, jednostranné limity funkcie v bodoch
nespojitosti, intervaly spojitosti funkcie.

4. Vsetky nulové body funkcie.

5. Intervaly, na ktorych je funkcia monotonna.

6. Lokalne extrémy funkcie.

7. Intervaly, na ktorych je funkcia konkavna a konvexna.

8. Inflexné body funkcie.

9. Asymptoty funkcie.

10. Dalsie vlastnosti: body, v ktorych derivécia funkcie nie je definovana.

Priklad 1:

Najdite intervaly, na ktorych je funkcia y = x* — 2x2 rastiica a intervaly na ktorych je
Klesajuca.

Riesenie:

Urobime prvu derivaciu funkcie:

y'=4x3 — 4x = Ax(x*—1)=4x(x —1)(x +1) >0

RieSenim nerovnice dostaneme, ze X € (—l,O)u( oo). Na zjednoteni tychto intervalov je
funkcia rastica.

Podobne riesenim nerovnice 4x(x —1)(x +1) < 0 dostaneme, Zze X € (— OO,—l)U(O,l) .Na
zjednoteni tychto intervalov je funkcia klesajtca.

Priklad 2:
N4jdite lokalne extrémy funkcie y = x* — 2x? .

RieSenie:

Urobime prvu derivaciu funkcie a ndjdeme stacionarne body funkcie:

y =43 —4x = 4x(x2 —1)=4x(x —1)(x +1) =0

Prva derivacie funkcie je nulova v bodoch 0, 1, -1.

Urobime druht derivaciu funkcie:

y =12x>-4

Zistime hodnotu druhej derivacie v stacionarnych bodoch:

f"(-1)>0, f"0)<0, f"(1)>0

To znamena, ze funkcia ma v bode -1 lokalne minimum, v bode 0 lokalne maximum
a Vv bode 1 lokalne minimum. Vypocitame prislusné hodnoty funkcii v bodoch -1, 0, 1
a dostaneme tieto body:

[—l,—l] lokalne minimum
[0,0] lokalne maximum
[L— ] lokalne minimum
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Priklad 3:
Zistite, na ktorych intervaloch je funkcia y = x® -27x + 3 konvexna a konkdvna. Néjdite
inflexny bod funkcie.

RieSenie:

Vypocitame druhu derivaciu funkcie:

y =3x%-27

y=6x

Riesenim nerovnice 6x > 0 dostaneme, ze X € (0, oo) . Na tomto intervale je funkcia
konvexna.

Podobne rieSenim nerovnice 6x < 0 dostaneme, Ze X € (— oo,O). Na tomto intervale je
funkcia konkévna.

Riesenim rovnice 6x = 0 je x = 0. Vypocitame funk¢énti hodnotu v bode 0 a dostaneme
inflexny bod funkcie: [0,3].

Priklad 4:

3

Zistite priebeh funkcie y =——.
x° -1

RieSenie:

1. Defini¢ny obor funkcie je mnozina (— oo,—l) U (— l,l) ) (l, oo).

2-xf 2
2. Pocitame y(— X) = (—(x);( )_ 1 = X2X_ 1 = —y(x)

funkcia je neparna, nie je periodicka.

Funkecia je spojita, jediny nulovy bod funkcie je bodo0.
Asymptoty grafu funkcie bez smernice st priamky x = -1 a x = 1, lebo jednostranné
limity v nich st nevlastné. Po¢itame asymptoty so smernicou:

»ow

2x?
K= lim =2
x—>00X2 -1
o3 —2x(x2 —1) 02X
= lim = lim =0
X — o0 X2 -1 x—>ooX2 -1

Vzhl'adom na neparnost’ funkcie existuje jedind asymptota jej grafu so smernicou:
y = 2X.
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5. Intervaly monotonnosti funkcie ur¢ime pomocou prvej derivacie

y'(x)z 2x2!x2 - 3’
e —1f

Analyza znamienok derivacie vedie k vysledku, ze y")0 pre

celonv3){/30)
Funkcia je rastica v intervaloch, X € (— oo,—\/é), (\@, oo)

funkcia je klesajtca v intervaloch (— \/é,—l), (— 1,1), (1, \/?3)
6. Lokalne extrémy funkcie su v bodoch, kde sa funkcia meni z rastacej na klesajiicu

alebo naopak. Pretoze body 1, -1 nie su v jej definicnom obore, jediné jej extrémy
su nasledovné:

Funkcia ma lokalne maximum l— \/é,—?y\@J.

Funkcia ma lokdlne minimum l\/§,3\/§J

7. Intervaly, kde je funkcia konvexnd, konkavna uré¢ime pomocou druhej derivacie

Ax|x? +3
y' = ( . Analyza znamienok druhej derivéacie vedie k vysledku:
2
X —1T

Funkcia je konvexna v intervaloch (—1,0), (l, oo),
funkcia je konkavna v intervaloch (— oo,—l), (0,1).

Funkcia meni charakter konvexnosti a konkavnosti v jedinom bode defini¢ného
oboru.

8. Funkcia ma jediny inflexny bod v bode 0.

Priklady:

1. Zistite intervaly monotonnosti funkcie y = 2x® + 3x? - 12x — 12.

2. Zistite intervaly monotonnosti funkcie y = x* — X.

3. Zistite lokélne extrémy funkcie y = x3 — 6x°.

4. Zistite lokalne extrémy funkcie y = x* — 12X — 6.

5. Zistite intervaly, na ktorych je funkcia y = 5x% +20x +7 konvexn4, konkavna. Najdite
inflexny bod funkcie.
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6. Zistite intervaly, na ktorych je funkcia y = x3 - 2x? + x konvexn4, konkavna. Najdite
inflexny bod funkcie.

7. Zistite priebeh funkcie y = x* — 2x +1.

8. Zistite priebeh funkcie y = x2 — 6x + 10.

9. Zistite priebeh funkcie y = -x® +3x .

Vysledky:

1.

(-2,1) klesajuca funkcia
(—00,—2) (1, 0) rastica funkcia

j klesajuca

w
ol

2.
(i
73’
( 00,— 1) (1 oo) rastica
" J3) (V3

Lokalne maximum [0 —6]
Lokalne minimum [ ,—32]

4,
Lokalne maximum [— 2,10]

Lokalne minimum [2,—2 2]

5.
Funkcia je konvexnd na R. Nema inflexny bod.

6.

(Z oo) konvexna
3 b

(— 00, %) konkavna

2 2
Infl bod
nflexny bo |:327:l

7.
Defini¢énym oborom je R.

€(~1,0)U(1, ) rastica
X € (—o0,~1)U(0,1) klesajica
[—1,0] lokalne minimum
[1,0] lok4lne minimum
[0,1] lok4lne maximum
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[— o0 —ij u(i oo) konvexna
) \/§ \/§ )
1 1 .

[— ﬁ y ﬁ) kOﬂkaVna

Infexné body: [—% ) g}[% ,g}

8.

Definicnym oborom je R.
(3, ) rasttica

(-o0, 3) klesajuca

[3,2] lokalne minimum
Konvexna na R

Nema inflexny bod.

9.

Defini¢énym oborom je R.
(-0, 1), (1, ) klesajuca
(-1, 1) rastaca

[].,—2] lokalne minimum
[1,2] lokalne maximum
(-0, 0) konvexna

(0, ) konkavna

[0,0] inflexny bod
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7 INTEGRAL FUNKCIE

Ked hovorime o integraloch, m6zeme mat na mysli dva typy: neurcity integral a urcity
integral. Nakolko ur€ity integral vychadza z neurcitého, zadefinujeme najprv neurcity
integral.

Neurcity integral predstavuje opacnu operaciu k derivacii - antiderivaciu. Podobne ako je
K operacii scitanie opacnd operacie odcitanie, k umocnovaniu odmociovanie, tak je
integrovanie funkcii opacnou funkciou k derivacii funkcie. Pod antiderivaciou (primitivnou
funkciou) rozumieme toto: Funkcia F je antiderivaciou k funkcii f, ak funkcia f je

derivaciou funkcie F.

7.1 Neurdity integral

Funkcia F(x) je v intervale realnych ¢isel (a, b) primitivna funkcia k f(x), ak pre vSetky x z
tohto intervalu plati: F’(x) = f(x).

Ku kazdej funkcii f(X) spojitej v intervale (a, b) existuje nekoneéne mnoho primitivnych
funkcii. Nekonecéne vela preto, lebo derivacia konStanty sa rovna nule. Mnozinu vsetkych

primitivnych funkcii funkcie f nazyvame neurcitym integralom a oznacujeme j f(X)jX. Ak

F(x) je jedna z nich tak plati:

J. f(x)dx=F(x)+c

Symbol I f (X)dX sa nazyva neurCity integral funkcie f(x).

Ak k funkciam f a g existuju primitivne funkcie, tak plati:

J
Jl

Ak k funkciam fi, f2, ..., fn existuja primitivne funkcie a c1, C2, ..., Cn su Cisla, z ktorych

(x)%g(x) x=j f(x)jxir.fg(x)jx

f
(x)px = cj f(x)dx, kde ¢ # Oje &islo.

[
f

aspon jedno je rozne od nuly, plati:

J‘[c1 f,(x)+c, f,(X)+...+¢, f,(x)px = clj' f, (X )olx + czj fz(x)dx+...+cnf f, (x)x
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Tieto pravidla pouzivame pri vypoctoch integralov, ktoré vznikaju stctom (rozdielom
funkcii alebo ndsobenim funkcie konstantou. K tomu potrebujeme vediet’ ako vypocitame
jednoduché integraly.

Pravidla pre vypocet jednoduchych integralov:

n+1

+C

Ix”dx_ n+1

J—dx:ldx|+c

j—_ Injx—k +C,

jexdx:ex+c

X

jaxdx— +C

Ina
jsm XOX=—CosX+C

jcosxdx= sSin X+C

dx=tgx+c

J cog x
1
Jsin? x
r dx
J1+x?
dx 1|r{1+x
+C

dx=—cotgx+c

=arctgx-c

L
1— =3

J.T—jdx In| () +¢

Priklad 1:
Vypocitajte neurcity integral I(BXZ +2X— 4)1X.

Riesenie:
Z vlastnosti neurcitého integralu a pomocou pravidiel pre jednoduché integraly dostaneme:

J‘(Sx2 +2x—4)jx=SIxzdx+2jxdx—4Idx:3X—;+2X—22—4x+c= X3 +x% —4x+cC

Priklad 2:

Vypoditajte J{fﬂx —2X+—}j
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RieSenie:

I[sz —2x+%}ix= ijzdx— 2[xdx+fx%dx=3
X

Priklad 3:

Vypocitajte I% .
X

RieSenie:

j% = 2Injx+3/+¢
x+3

Priklad 4:

) S5dx

V Citajt .
ypoditajte -[3x+2

Riesenie:

| S _ Sk +c
3x+2 3

7.1.1 Substitu¢na metoda

X3

3

X2
—-2—+
2

1

X2

1

2

+c=x3

—X

2

2
———+cC

Jx

Niektoré neurcité integraly nevieme vypocitat pomocou predchadzajtcich pravidiel. Preto

je potrebné uplatnit’ pri ich vypocte niektori zo Specidlnych metdd uréenych na vypocet

integralov. Jednou z nich je substitu¢na metoda.

Nech funkcia f(X) je definovana na intervale (a,b) a funkcia ¢(t) na intervale (e, ).

Nech mnozina hodnét funkcie (0('[), te(a, ﬂ) je podmnozinou intervalu (a, b). Nech

dalej (p(t) je diferencovatel'na na (a, ﬁ) Ak f(X) mana (a, b) primitivnu funkciu F(X),

potom  flp(t)lp'(t) mi na intervale (o, ) primitivau funkciu  Flp(t)], tj.

[ tloft)lp'(tht = Flp(t)]+c.

Tvrdenie tejto vety budeme pouzivat’ v pozmenenom tvare. Z rovnosti I f(x)jx = F(x)+ c

pre X = glt) dostavame _[ f(x)dx = F(g(t))+c a plati .[ f [oo(t)lo'(t )it :I f(x)dx.

Integrovana funkcia ma tieto vlastnosti:

1. Je su&inom dvoch funkeii f[p(t)] a ¢'(t)
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2. Prva z nich je zlozenou funkciou s hlavnou zlozkou f a vedlajSou zlozkou ¢.
Druha z nich je derivaciou vedl'ajsSej zlozky ¢.
Pri integrovani substitu¢nou metdédou zvyc€ajne postupujeme takto:

Ak mame vypocitat’ jf[go(x)](o'(x)dx pouzijeme substittciu (0(X)=t, ¢)'(X)dX=d'[ a

dostaneme I f[go(x)](p’(x)dx = j f(tpt = F(t)+c = Flp(x)]+c

Pri pouziti tejto metody integral | f[p{x)lp/(X)aX upravime na integral [ f(t)dt tak, e
integratnii premennii X nahradime novou premennou t = @(X). Je zrejmé, Ze tento postup
md zmysel pouzit len viedy, ak vieme vypodita integrdl [ f (t)t.

Ak naopak mame vypotitat [ f[thit, pricom vieme vypocitat [ [p(x)lp'(x)dx, mozeme
tieZ pouzit substituénii metodu. Pre tento pripad uvedieme nova vetu, ktord je viak
bezprostrednym dosledkom vety predchadzajuce;.

Nech funkcia X=¢(t) ma na intervale (o, /) deriviciu ¢'(t)#20 a nech funkcia
t=¢*(x), definovani na intervale (a,b) je inverzna funkcia k funkcii x=g(t) na
intervale (ct, ). Nech je funkcia f(X) definovana na intervale (a,b). Nech G(t) je
primitivna funkcia k funkeii f[p(t)lp'(t) na intervale (e, ). Potom je funkcia Glg™(x))
primitivna funkcia k funkeii f(x) na intervale (a,b).

Tvrdenie tejto vety mozeme zapisat’ nasledovne

[ £(xtx = £l ()t pre x=gt).

Priklad 1:
Vypocitajte I(4X - 2)13 dx

Riesenie:

lt4 1

4
21t 56(4x 2\ +c

4x -2 =t
Ax—2Y3dx =|4dx =dt |= t13 tdt =
Jlox-2pax= =g | < Jeo =L

dx=
X=2

Priklad 2:

Vypoditajte j V4—x2dx
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Riesenie:
‘[\/4—x2dx: X=2sint :j\/4—4sin2t2005tdt :4j‘\/1—sin2tcostdt =
dx = 2cogdt

:4J.COS2 tat :ZI(l+COSZtﬁt =2t +sin2t+c= ZaFCSin)z—(+Sin2arcsin)2—(+c

Priklad 3:

. rarctg® x
Vypocitajte Iﬁdx

Riesenie:
arctox=t
rctgf X &

3
ja—dx: 1 :Itzdt:L+c:arCt@X

c
1+ x? dx =dt 3 3 N

1+ %2

Priklad 4:
Vypocitajte
sin xcosx dx

Riesenie:

i sinx=u u? 1 .
ISIn Xcosxdx = = judu = +C = —sin?x+c¢
cosxdx=du

7.1.2 Metoda per partes

Metddu per partes (t.j. integrovanie po Castiach) pouzivame najmi na integrovanie sucinu
dvoch funkeii.

Nech funkcie f(X) a g(x) maju na intervale (a, b) derivacie f'(X) a g'(x). Nech H(X) je
primitivna funkcia k funkcii f'(x)g(x) na intervale (a,b). Potom je funkcia
f (x)g(x)—H(x) primitivnou funkciou k funkcii f(x)g'(x) na intervale (a,b).

Tvrdenie tejto vety mdzeme zapisat’ v tvare I f(x)g (x)px = f(x)g(x)— j f ’(x)g(x)dx :

Aby bol vypocet prehladnejsi, zvykneme pozivat tento symbolicky zapis
J uv'dx = UV—IU'VdX, kde U, V st funkcie premennej X.

Uspech pouzitia metody zavisi od toho, ako si zvolime funkcie U a V'. Nie kazda vol'ba

tychto funkcii vedie k ciel'u. Ked’ je to potrebné, mozeme metodu per partes viackrat

zopakovat’.
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Priklad 1:
Vypocitajte Ixsin xdx

Riesenie:
) u=x=u'=1 )
_[xsmxdx: ;. :—xcosx+jcosxdx=—xcosx+5|n X+C
V =SINX =V =—-—CO0S
Priklad 2:
Vypocitajte len xdx
Riesenie:
, 1
u=lnx=u'=+ , ) ) )
jxlnxdx— X —X—Inx—jx—dx—x—lnx—x—+c
, x? 2 2X 2 4
V=x=v="-
2
Priklad 3:
Vypoditajte Ixcosx dx.
Riesenie:

U=x u'=1

jxcosxdx =1, _
V'=cosx v=sinx

}:xsinx—jsinxdx: XsSin X+ cosx+¢c

Priklad 4:
Vypotitajte Ixz sin xdx .
Riesenie:
) . u=x>  u'=2x ) .
x“sinxdx = | | = — X C0S X + 2 | xcosxdx = ... znovu sa pouZije
V'=sinx V=—Cosx

metdda per partes, vid’ predchadzajaci priklad...

Priklady:
1. Vypocitajte neurcité integraly:

a) I(3x2 - 2x)dx
b) J.(x2 — X Jix

c) I(ng —5sin x i

o

) _[ (3cosx —x)x

) j xédx

.f (x2 +1)dx

N> IR

2. Vypocitajte neurcité integraly:
3x-1

a ——=dx

IR
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b) I (6% —2x° +11x2 +3)ix

I3x2+4x+2

dx
5x

c)

3. Vypocitajte neurcité integraly:

1 1
a) J‘(y—a}ix
b) j(ﬁ—% X

4. Vypocitajte neurcité integraly:

a) _[(3 + 2x)2dx
b) [(3x+4) dx

c) Isir(x+5)1|x

) J‘xz(x2 —2x+2)dx
d) Jx(x—ZXx—S)dx
d) I3x/5—6xdx

e) Iezxdx
f) je‘Sde

5. Vypocitajte neurcité integraly metédou per partes:

a) | xe‘dx

b) [x3e*dx

r X
C) -e_XdX

6. Vypocitajte substiticiou:

a) |sin(5x+3)ix
o dx
b -
e
c) | xe¥dx
Vysledky:
1.
a) x3—x?+cC
x¥ X2
b ———+C
) 3 2
XlO
c) = +5C0SX+C
2.

a) 2(\/? —\&)—FC

d)

d) Ixcosxdx

e) szsinxdx

f) Ix3sinxdx
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4

b) x6—x—+1—1x3+3x+c
2 3
3., 4 2
—X“+=x+=Inx+c
9 1p¢ T5Xs™
3.
5 4 3
a) —i—lln\xhc c) X X, X e
3x 5 5 2 3
5 4 3
b) 2£—2&+c L VI
5 4 3

4,

1 3 1, 4
a) 6(3+2X) +C d) 3 (5—6x) +C

6
b)MJrc ¢) %ezuc
C) —Cos(X +5) + ¢ f) —%e_&( +c
5.
a) e*(x—1)+c d) Xsin X +Cosx+C
b) x%e* —3x%e* +6xe* —6e* +c e) — x2 cosx + 2(xsin X +Cosx)+ ¢
2

0) _X+e—2:‘X+2 +C f) (3% —6)sin x— (x* —6x)cosx +¢
6.
a) —%005(5x+3)+c

1 ¢
b) 2(X—2)2

Led e
C) 2

7.2 Urcity integral

Urcité integraly pouzivame Casto na vypocet obsahov a objemov. Predstavme si, ze

Vv intervale <a, b> je definovana nezaporna spojita funkcia f a potrebujeme vypocitat’ obsah
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plochy ohranic¢enej grafom funkcie f, osou x a priamkami x = a ax = b. MdzZeme si to
predstavit’ ako plochu koberca, ktorého obsah potrebujeme vypocitat’.

Pokial’ je f linearna alebo konstantna, jedna sa o lichobeznik, pripadne obdiZnik a rieSenie
ulohy je jednoduché. Pre v§eobecnu funkciu mézeme postupovat’ nasledovne:

)
n=7 fx)

/]
L

d
n;_cjh: _,,ﬂ'/

L

|

|

|

|

|

|

|

|

|

- ! . . ' '

a=ngp, n p, nPpny B WRAN P Mg Ponsh

Obrazok 21 Postup vypo¢tu obsahu plochy
(zdroj: http://www.math.sk/skripta2/node36.html)

1. Rozdelime bodmia= no<ni<nz<..<np1<n,=b interval <a, b> nan

podintervalov (n;_;,n;) . Oznagme d dizku najdlhsieho z nich.

N

V kazdom podintervale zvolime niektory bod pi.

3. V kazdom podintervale nahradime prislusna Gast’ plochy obdiznikom so zakladiiou
dizky ni1 — ni a vyskou f(pi).

4. S&itame obsahy vietkych takychto obdiZnikov.

S= élf(pi i —“i—l)

Dostavame tak aproximaciu (priblizni hodnotu) h'adaného obsahu. Z obrazku je vidiet’, ze
ak zhustime deliace body, hodnota S sa viac priblizi skuto¢nej hodnote. Preto cely postup
opakujeme tak, Ze dizka d najdlhiecho podintervalu sa bude blizit' k nule. Takto limitnou
hodnotou aproximacie S bude hl'adany obsah.

Tento teoreticky postup je vSak pre vseobecnu funkciu f prakticky neuskutoc¢nitel'ny. Preto

hl'adame iny spdsob, ako najst’ hPadany obsah. Oznaéme S(X) obsah plochy pod grafom

funkcie f v intervale <a, X>. Vsimnime si zmenu S(X + h) — S(x) pre ¢islo h blizke k nule.

79


http://www.math.sk/skripta2/node36.html

Tato sa pribliZzne rovna obsahu obdiZnika so stranami dizok h a f(x), teda S(x + h) — S(x) =
hf(x).
R

i

fix)

S(x)

Y.

a X x+h

Obrazok 22 S'(x) = f(x)
(zdroj: http://www.math.sk/skripta2/node36.html)

Vyraz na l'avej strane je derivacia funkcie S v bode x, takze dostavame S’(x) = f(x), z ¢oho
vyplyva, ze S je ta primitivna funkcia K funkcii f v intervale <a, b> , pre ktoru plati S(a) =0
(v bode a sa jedna o "plochu™ s nulovym obsahom). Preto hl'adany obsah sa rovna rozdielu
S(b) — S(a).

V predchadzajucich riadkoch je priblizne opisany proces integracie spojitej funkcie f
v intervale <a, b> a motivuje nasledujici pojem urcitého integralu.
Nech f je spojita funkcia v intervale <a, b> a F je funkcia primitivna k f v intervale<a, b> :

Urcity integral funkcie f v intervale (,b) je &islo F(b) — F(a). Zapisujeme nasledovne:

§(xkix=[F(E = F(o)-F(a)

Uvedeny vztah sa vola Newtonova - Leibnizova formula. Pri samotnom vypocte
postupujeme tak, ze najskor najdeme niektoru primitivnu funkciu F k funkcii f (oznacenie
vyrazom v strede) a potom dosadime krajné body intervalu a odC¢itame (vyraz na pravej

strane).
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Vlastnosti urcitého integralu

Nech funkcie f, g st integrovatel'né v intervale <a, b> a c je ¢islo. Potom funkcie ‘ f ‘ , cf, f

+ ¢, f— g, fg st integrovatel'né v intervale <a, b> a plati:

D —T
)
on
=
_xX
IA
e—n
)
on
>
SN’
o
X

DT QT O —T

Priklad 1:
Vypocitajte urcity integral szf’dx.
1

RiesSenie:
Pretoze funkcia f(x) = x° je spojita a teda integrovatel'na na R, mé primitivnu funkciu

.
F(X) = X7 , plati:

[x

1

7

2
2 6| x| 20 1f 128 1 127
77 1 71 71

Priklad 2:

T

2
Vypoéitajte urdity integral: [cosxdx

0

RieSenie:
T
- T
) z

—|qij 2 _ainZ i —
J cosxdx= [sm x]o =sin 5 —sin 0=1
0

Priklad 3:

N dx
Vypocitajte urcity integral :‘[? .
1
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RieSenie:

ERRETEE

Priklad 4:

3
Vypodtitajte uréity integral I(x3 —3x*+1)dx
-1

Riesenie:
3 4 3 3
3 2 _| X X _

:[(x —3x +1)dx—{? 3 3 +xl1 =
4 4
3 -3¥+3 |- ( l) —(- 1)3 :8—1—27+3—1—1+1=20+(—24)=—4
4 4 4

Priklad 5:

Vypocitajte uréity integral | x-sinxdx

O o |y

Rieﬁenie :

cosxdx = [—x-cosx]g +[sinx]§ =1

O'—N\N

j.x sinxdx = —x cosx]
0

metoda PP
u=x,v =sinx

u' =1, v=—cosx

Priklad 6:

73
oo v s , X
Vypocitajte uréity integral J: = dx
—X
0

RieSenie :
substitlua:

i u=4-x g
xdXx x=0—>u=4 ]_j -
=|di—_ , == ju2du=Wu| =1
j du=-2xdx x=v3u=1 2 [uf

4-x?
xdx——gH 1
2
Priklad 7:
e . i dx
Vypocitajte ur€ity integral
0 4—x2
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Riesenie :

j’ dx
o\/4—X2

Priklady:

1. Vypocitajte urcité integraly:

) j3x2dx

Ax3dx

3. Vypocitajte:
3

a) jx3 dx
1

substx=2sint , 2sint =0, 2sint =
dx=2cogdt, 5
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Vysledky:
1.

a) 2

b) 15

c)-12
2.

a) 42

b) 13,5

c)z+ln2
3

3.
a) 20

|
b) =
)6
3
a
C)z
21
d) =
)8
14

e)?

d)5
e) gx/??
f) V10-1
d) —

e) e? -1

f)e2+1
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